绪 论 


许多 组 合 问题 经 常 出 现在 我 们 的 日 常 工作 .生活 及 娱乐 中 , 相 
信 本 书 的 该 者 在 此 之 前 一 定 接触 过 组 合 问题 ,例如 ， 

(1) ”个 队 之 间 的 循环 赛 总 共有 多 少 场 比 赛 ? 

(2) 如 何 设计 一 个 学 校 的 课程 表 , 使 得 问 一 间 教 室 、 同 一 个 班 
级 以 及 同一 位 教员 在 同一 时 间 内 没有 安排 两 门 课程 ? 

(3) 一 位 旅客 要 去 ”个 城市 旅游 ,如 何 安排 其 行程 ,使 得 总 的 
行程 最 短 、 花费 最 少 ? 

组 合 数 学 也 称 为 组 合 学 或 组 合 分 析 , 它 是 一 门 既 古老 又 年 青 
的 数学 分 支 , 说 其 古老 ,是 因为 它 所 研究 的 有 些 问 题 可 以 追溯 到 很 
久 很 久 以 前 ,组 合 学 在 17 一 18 世纪 与 数论 .概率 计算 交叉 地 发 展 ， 
特别 是 在 数学 游戏 中 有 着 较 深 的 根源 ,以 往 只 是 它 的 娱乐 性 及 高 
雅 性 吸引 人 们 去 研究 它 . 近 几 十 年 来 ,计算 机 科学 ,数字 通信 理论 、 
规划 论 和 试验 设计 等 理论 和 应 用 学 科 的 发 展 促 进 了 组 合 学 的 飞速 
发 展 ,特别 是 本 世纪 50 年 代 末 以 来 计算 机 科学 的 飞速 发 展 ,又 使 
这 门 古老 的 数学 分 支 焕发 了 新 的 生机 . 计算 机 惊人 的 计算 速度 ,使 
得 其 可 以 解决 以 前 难以 想像 的 大 规模 计算 问题 ,但 计算 机 是 不 能 
独立 工作 的 , 它 所 执行 的 只 是 人 编写 的 程序 ,这 些 程序 中 经 常 包 全 
了 许多 组 合 问题 的 求解 算法 . 现在 ,组 合 学 不 仅 在 理论 科学 ,而 且 
在 应 用 科学 中 也 产生 了 很 大 的 作用 , 它 的 “思想 ”和 * 技 巧 " 在 物理 
.学 .生物 学 乃至 社会 科学 中 都 有 应 用 . 

组 合 学 所 研究 的 中 心 问 题 是 “按照 一 定 的 规则 (模式 ) 来 安排 
有 限 多 个 对 象 ", 它 提出 的 问题 有 如 下 4 类 ， 


1. 安排 的 存在 性 (存在 性 问题 ) 


如 果 人 们 想 把 有 限 多 个 对 象 按照 它们 所 应 满足 的 条 件 来 进行 
安排 , 当 符合 要 求 的 安排 并 非 显然 存在 或 显然 不 存在 时 ,首要 的 问 
题 就 是 要 证 明 或 否定 它 的 存在 . 

例如 ;外 语 教 研 室 有 4 位 教员 A,B8,C,D, 下 学 期 届 开 设 英语 、 
日 语 、 德 语 . 法 诸 4 门 外 语 课 . 设 4 与 B 都 能 教 英 语 .日 语 ,C 能 教 
英语 .德语 ,法 语 ,DD 能 教 德语 . 问 能 否 设计 一 种 工作 安排 方案 ， 使 
得 每 位 教员 在 下 学 期 教 旦 仅 教 一 门 外 请 课 ? 

在 平面 上 将 每 位 教员 和 每 门 外 语 课 分 别 用 一 个 点 来 表示 ,着 
教员 > 能 教 外 语 课 y, 则 在 相应 的 两 点 间 连 一 条 边 . 如 此 构造 出 
图 1 ， 将 原 问题 变 为 在 图 1 中 找 出 4 条 边 ， 使 这 4 条 边 两 两 之 间 无 
公共 端点 ， 

英 日 德 法 


图 1 

从 图 1 可 以 看 出 ,有 两 种 不 同 的 工作 安排 方案 ;4 教 英语 ,. 避 
教 日 语 `C 教 法 语 .D 教 德语 ,或 者 4 教 日 说 .如 教 英语 .C 教 法 语 、 
DD 教 德语 . 但 如 果 A,B,C， DD 能 教 的 语种 分 别 为 英语 与 上 日语. 德语 
与 法 语 ,、 英 语 , 日 语 , 就 不 存在 - -种 每 位 教员 教 且 仅 教 一 门 外 语 课 
的 工作 安排 . 

从 上 例 可 以 看 出 ,满足 一 定 条 件 的 安排 并 不 总 是 存在 的 ,这 就 
给 我 们 提出 了 这 样 一 个 问题 ;在 什么 祥 的 条 件 下 这 种 安排 是 存在 
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的 ? 这 也 是 安排 的 存在 性 所 研究 的 中 心 问题 
2. 安排 的 枚 举 和 分 类 (计数 问题 ) 


如 果 所 上 去 求 的 安排 存在 , 则 可 能 有 多 种 不 阿 的 安排 . 这 又 经 常 
给 大 们 提出 这 样 的 问题 ;有 多 少 种 可 能 的 安排 方案 ?如 何 对 安排 的 
方案 进行 分 类 ? 

例如 ,对 正三 角形 的 3 个 顶点 进行 红 、 蓝 两 色 着 色 , 共 有 图 2 


所 示 的 2 一 8 种 方案 . 


| 
| 
| 


图 2 
在 图 2 中 ,如 果 我 们 将 经 旋转 后 互相 重合 的 两 种 方案 看 成 是 
同类 的 , 则 图 中 的 每 一 列 就 是 - -类 着 色 方案 ,共有 4 类 着 色 方案 . 
虽然 任何 组 合 问 题 中 都 包含 存在 性 问题 和 计数 问题 ,但 通常 
来 说 , 若 一 组 合 问题 的 存在 性 问题 需 作 大 量 研究 的 话 , 则 其 计数 问 
题 的 难度 是 难以 想像 的 . 然而 ,车 一 组 合 问题 已 有 一 特定 解 , 则 还 
是 有 可 能 计算 出 其 解 的 个 数 或 对 其 进行 分 类 的 ， 


3 构造 性 问题 


芳 一 组 合 问题 有 解 , 则 往往 需要 给 出 求 其 某 - -特定 解 的 算法 ， 
这 就 是 所 请 的 构造 性 问题 . 

例 ” 幻 方向 题 . 

将 1,2,… ,rm 其 me 个 息 数 填 入 nxn 的 棋盘 中 ,使 每 行 、 每 列 
及 两 条 对 和 角 线 上 的 元 素 之 和 和 均 相 等 . 满足 上 述 条 件 的 一 个 安排 称 
为 一 个 4 阶 么 j 方 ,图 3 中 的 (a) 和 (人 b) 分 别 是 一 个 3 阶 幻 方 和 一 个 
4 阶 幻 方 . 


图 3 
一 个 阶 幻 方 中 , 所 有 整数 的 和 为 
1 十 2 十 下 十 开 二 葬 和 二， 


因为 每 行 ,每 列 的 和 相等 ,共有 4 行 和 nn 列 ,所 以 每 行 或 每 列 的 和 
均 为 < 十 1 由 合 学 所 研究 的 是 取 何 值 时 阶 幻 方 存在 ,并 且 
二 2 阶 幻 方 的 -一般 方 法 . 容易 证 明 2 阶 幻 方 是 不 存在 的 ， 
但 对 其 余 所 有 的 正 整 数 n,n 阶 幻 方 都 可 以 构造 出 来 . 有 许多 构造 
4 阶 幻 方 的 方法 ,这 里 我 们 给 大 家 介绍 de la Loubere 构造 奇数 阶 
幻 方 的 方法 ;首先 将 1 放 入 第 一 行 的 中 间 位 置 上 ;车 ;已 寺 入 , 则 
除了 以 下 几 种 特殊 情况 外 ,将 ;十 1 填 入 i 所 在 位 置 的 右边 一 列 的 
下 

(1) 车 i 在 第 一 行 , 则 将 i 十 1 填 入 i 所 在 位 置 的 右 过 一 列 的 
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底 行 ; 
(2) 车? 在 最 后 一 列 , 则 将 i 十 1 填 入 i 的 上 一 行 的 第 一 列 ; 
(3) 若 i 在 第 一 行 的 最 后 一 列 或 i 十 1 该 填 的 位 置 已 被 十 上 ， 
旭 | i 二 1 直接 填 入 .i 所 在 位 图 的 正 下 方 . 
利用 de la Loubére 方法 构造 的 5 阶 幻 方 如 图 4 所 示 ， 


刘 4 


4. 优化 问题 


此 类 问题 是 在 - : 定 的 条 件 下 找 出 -个 (或 几 个 ) 最 优 或 近乎 最 
优 的 安排 方案 . 

例如 ,产地 May 生产 某 种 产品 的 产量 分 别 为 CC22Y 
,am;y 销 地 Bl. Bs, B, 对 该 种 产品 的 需求 量 分 别 为 如 ‘bas, 
记 . 假设 从 产地 A; 到 销 地 B; 的 单位 运费 为 0,, 产 和 销 是 平衡 的 ， 
即 

二 So 
现 问 应 怎样 合理 安排 该 种 产品 的 运输 方案 ,使 其 总 运费 最 少 ? 
设 从 4; 到 8; 的 运 量 为 zx,, 则 原 问 题 即 求解 方程 
main Z 一 pp 


i 7 一 1 


并 满足 约束 条 件 


(iD Dr Ea Dr Eb tj 0 (1 Ei Em, 1 jEn); 
和 + 一 上 


{11) DR 一 3 Sy. 
i=] j=1 i i 


本 书 作 为 组 合 学 的 一 本 基础 教材 ,只 涉及 前 3 类 问题 ,并 且 以 
计数 问题 为 重点 来 介绍 组 合 学 的 基本 理论 和 方法 . 


第 1 章 多 梨 原 理 


铝 梨 原理 (又 叫 抽 履 原理 ) 指 的 是 一 件 简单 明了 的 事实 :为数 
众多 的 一 群 甬 子 飞 进 不 多 的 巢穴 里 , 则 至 少 有 一 个 业 穴 飞 进 了 黄 
只 或 更 多 的 甬 子 . 

这 个 原理 并 无 深奥 之 处 ,其 正确 性 也 是 显 而 易 儿 的 ,但 利用 它 
可 以 解决 许多 有 趣 的 组 合 问题 ,得 到 一 些 很 重要 的 结论 ， 它 在 数学 
的 历史 上 起 了 很 重要 的 作用 . 


1.1 鲍 祭 原理 的 简单 形式 


位 巢 原理 的 简单 形式 可 以 描述 为 ， 

定理 1.1.1 如 果 把 十 1 个 物品 放 入 个 盒子 中 ,那么 至 少 
有 一 个 盒子 中 有 两 个 或 更 多 的 物品 . 

证 明 ”如果 每 个 盒子 中 至 多 有 一 个 物品 ,那么 ”个 盒子 中 至 
多 有 个 物品 ,而 我 们 共有 十 1 个 物品 ,矛盾 . 故 定理 成 立 . 

后 全 原理 只 断言 存在 一 个 盒子 ,该 使 中 有 两 个 或 两 个 以 上 的 
物品 ,但 它 并 没有 指出 是 哪个 盒子 ,要 想 知道 是 哪 一 个 盒子 , 则 只 
能 逐个 检查 这 些 盒子 . 所 以 ,这 个 原理 只 能 用 来 证 明 某 种 安排 的 存 
在 性 ,而 对 于 找 出 这 种 安排 却 毫 无 帮助 . 

例 1 共有 12 个 属相 , 今 有 13 个 人 , 则 必 有 两 人 的 属相 
相同 . 

例 2 在 边 长 为 1 的 正方 形 内 任 取 5 点 , 则 其 中 至 少 有 两 点 ， 
它们 之 间 的 距离 不 超过 - 力 2 
证 明 把 边 长 为 1 的 正方 形 分 威 4 个 边 长 为 方 的 小 正方 形 ， 

了 


如 图 1.1. 1 所 示 . 在 大 正方 形 内 任 取 5 点 , 则 这 5 点 分 别 落 在 4 个 
小 正方 形 中 . 由 人 钥 巢 原理 知 , 至 少 有 两 点 
落 在 某 一 个 小 正方 形 中 ,从 而 这 两 点 间 
的 距离 小 于 或 等 于 小 正方 形 对 角 线 的 长 
度 -2. 

例 3 给 出 m 个 整数 alyas，…，an。 
证 明 : 必 存在 整数 上 上 (0 所 上 之 1 放 m)， 

图 1.1.1 使 得 

m|(arri 二 Qt+r2 十 十 人)， 

证 明 ”构造 部 分 和 序列 


$1 二 Al» 


Sz 二 Q| 十 Ga， 
Sx 二 01 十 Gz 十 -十 ams 
则 有 如 于 两 种 可 能 ， _ 

() 存在 整数 户 (I 委 Am) ,使 得 mrx1ss. 此 时 , 取 训 =0,1 二 hh 却 
满足 题 意 . 

(ii) 对 任 一 整数 志 均 有 ms; 所 ; 二 oz) 令 Ps (mod m)， 
则 有 1 委 关 委 拉 一 1 (i 才 m) 这样,m 个 余数 均 在 1 到 和 一 1 之 
闻 . 由 钥 人 巢 原理 知 , 存 在 整数 天 1 (1< 扫 上 si) ,使 得 一 不 妨 
设 1>k, 风 

al 十 airs 十 "十 a 
= 一 (2 十 本 由 十 ws 十 Ci 二 1 十 - ae 十 Pp 
一 (al 十 … 十 CD) 
二 8 一 6 
= 三 (六 7) 《mod m) 
= 0 (mod m), 
综合 人 和 Qi) , 即 知 题 设 结论 成 立 . 
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例 4 一 个 模 手 有 11 周 时 间 准 备 锦标 赛 ,他 决定 每 天 至 少 下 
一 盘 横 , 一 周 中 下 棋 的 次 数 不 能 多 于 12 次 .证 明 : 在 此 期 间 的 连续 
一 些 天 中 他 正好 下 棋 21 次 . ; 
证 明 令 bbr ,br 分 别 为 这 11 周期 间 他 每 天 下 棋 的 次 
数 , 并 作 部 分 和 
dl = bl 
“a; = D6,, 
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CI77T 一 oi 十 如 十 ee 十 dy 


根据 题 意 ,有 
1 (7 77)， 
[= | 
btor 二 二 bi 人 12 (1 i771)， 
所 以 有 
i a<<a 人 a a 人 R12X 11 = 132. 
(C1.1.1) 
考虑 数列 


Ql dz 4773 A + 21s Gz 二 21, ar 一 21， 


.它们 都 在 1 与 132 十 21=153 之 间 , 共 有 154 项 ,由 甬 巢 原理 知 ,其 


中 必 有 两 项 相等 . 由 (1. 1.1) 式 知 ai,as,… say 这 77 项 互 不 相等， 
从 而 ai 十 21,4s 十 21,… saws 十 21 这 77 项 也 互 不 相等 ,所 以 -- 定 存 
在 1<i<j 志 77 ,使 得 
a, 二 4; 十 21. 
因此 
21]== Ci 一 4 
一 (十 包 十 …… 士 丰 十 6 十 和 … 十 用 
一 (十 Bz 十 … 十 马 ) 
入 + 十 54s 十 十 b,. 


这 说 明 从 第 i 十 1 尖 到 第 了 天 这 连续 j 一 i 天 中 ,他 刚好 下 了 21 
盘 棋 . 
例 5 从 1 到 200 的 所 有 整数 中 任 取 101 个 , 则 这 101 个 整数 
中 至 少 有 一 对 数 , 其 中 的 一 个 一 定 能 被 另 一 个 整除 ， 
证 明 设 好 19C3 ,ao 是 被 选 出 的 101 个 整数 ， 对 任 一 al， 都 
可 以 唯一 地 写成 如 下 的 形式 : 
a= 2 Xr (=1,2,..,101), 
其 中 ,s; 为 整数 ,r; 为 奇数 . 例如 : 
72=2X9, 
64=2%X1, 
出 于 1 委 w 和 200, 所 以 mm 《1 委 i 委 101) 只 能 取 1,3,5,*…,199 这 
100 个 奇数 ,而 7 ,rey… ro 共有 101 项 ,由 驴 集 原理 知 , 存 在 1 按 
:天 j<101 ,使 得 


不 妨 设 ;二 s;; 则 

Ci 21 Xr; 

a 一 Xn”2 "一 整 效 ， 
即 a; 能 被 a 整除 . 


从 上 面 的 几 个 例子 可 以 看 出 ,尽管 伪 巢 原理 很 简单 ,但 它 却 能 
解决 一 些 看 似 很 复杂 的 组 合 问 题 . 在 将 其 应 用 到 具体 的 组 合 问 题 
时 ,需要 一 定 的 技巧 去 构造 具体 问题 中 的 “仙子 "与 “ 侈 梨 ” 


1.2 鲍 呈 原理 的 加 强 形式 


定理 1.2.1 设 g1,9:，,… ,gs 都 是 正 整 数 ,如 果 把 
q 二 9q; 十 一 十 9. 一 7 十 1 
个 物品 放 入 个 盒子 ,那么 或 者 第 1 个 盒子 至 少 包含 9 个 物品 ， 
或 者 第 2 个 盒子 至 少 包含 9 个 物品 ,……… ,或 者 第 ” 个 盒子 至 少 
包含 gs 个 物品 . 
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证 明 车 对 所 有 的 i (1 所 i 所 n), 第 i 个 盒 于 至 多 只 有 gi 一 1 
个 物品 , 则 个 盒子 中 至 多 有 
(qi 一 11) (gm— D+ "+ (9 1) 
一 (91 十 gz 十 … 十 go) 一 姑 
个 物品 ,而 我 们 现在 有 9 十 g 十 … 十 一 2 十 1 个 物品 ,了 矛盾, 故 定 
， 理 成 立 . 

在 定理 1. 2. 1 中 令 如 二 qs 二 … 二 qr 二 2, 则 变 成 了 驻 景 原理 的 
简单 形式 . 在 定理 1.2. 1 中 令 9 一 9 一 … 一 和 一 r，* 刚 得 到 如 下 的 
推论 : 

推论 1.2.1 若 将 nCr 一 1) 十 1 个 物品 放 入 个 盒子 中 , 则 至 
少 有 一 个 盒子 中 有 7 个 物品 . 

推论 1.2.1 也 可 以 叙述 成 如 推论 1.2.2 所 描述 的 另 一 种 
形式 : 

推论 1.2.2 设 mw ,mz，… ,ms 是 个 整数 ,而 且 

221 十 Ms 十 … 十， 
闪 
则 ma ,m2，… ,m2s 中 至 少 有 一 个 数 不 小 于 

推论 1.2.3 若 将 个 物品 放 入 个 盒子 中 , 则 至 少 有 一 
盒子 中 有 不 少 于 | 畔 | 个 物品 . 其 中 ,| 至 | 是 不 小 于 至 的 最 小 整数 . 

下 面 我 们 通过 几 个 例子 来 看 看 铝 巢 原理 的 加 强 形式 的 应 用 

例 1 设 有 大 小 两 只 圆 盘 ,每 个 都 划分 成 大 小 相等 的 200 个 
小 凯 形 ,在 大 盘 上 任 选 100 个 小 扇形 漆 成 黑色 ,其 余 的 100 个 小 肩 
形 漆 成 白色 ,而 将 小 盘 上 的 200 个 小 扇形 任意 漆 成 黑色 或 白色 . 现 
将 大 小 两 只 圆 盘 的 中 心 重合 ,转动 小 盘 使 小 盘 上 的 每 个 小 扇形 含 
在 大 盘 上 的 小 扇形 之 内 .证 明 : 有 一 个 位 置 使 小 盘 上 至 少 有 100 个 
小 凯 形 同 大 盘 上 相应 的 小 扇形 同色 . 

证 明 如 图 1.2.1 所 示 , 使 大 小 两 盘 中 心 重合 ,固定 大 盘 , 转 
动 小 盘 , 则 有 200 个 不 同 的 位 置 使 小 盘 上 的 每 个 小 肩 形 含 在 大 盘 
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> 一直， 


上 的 小 扇形 中 . 由 于 大 盘 上 的 200 个 小 扇形 中 有 100 个 漆 成 黑色 ， 
100 个 漆 成 白色 ,所 以 小 舟 上 的 每 个 小 扇形 无 论 漆 成 黑色 或 白色 ， 
在 200 个 可 能 的 重合 位 置 上 恰好 有 100 次 与 大盘 上 的 小 肩 形 同 


图 1,2, 1 
色 , 因 而 小 盘 上 的 200 个 小 遍 形 在 200 个 重合 位 置 上 共同 色 100X 
200 一 20000 次 ,平均 每 个 位 置 问 色 20000 二 200 二 100 次 . 由 驶 巢 
原理 知 ,存在 着 某 个 位 置 ,使 回 色 的 小 扇形 数 大 于 等 二 100 个 . 
例 2 任意 至 十 1 个 实数 
dis dss CQ， Co211 (1.2.1) 
组 成 的 序列 中 , 必 有 一 个 长 为 n 十 1 的 非 降 子 序列 ,或 必 有 一 个 长 
为 x 十 1 的 非 升 子 序列 . 
在 证 明 本 全 之 前 先 看 一 个 具体 的 例子 ,对 于 序列 (x 二 3) 
5, 3, 16, 10, 15, 14, 9, 11, 6, 7, 
从 中 可 以 选 出 如 下 几 个 递增 子 序列 ; 
{5,16}, {5,10,15}), 13,9,11}, {3,6,7}, **; 
也 可 以 选 出 如 下 几 个 递 威 子 序列 ， 
{5,3}, {16,10,9.6}, {16,15,14,11,7}, 
证 明 方法 1 假设 长 为 妇 十 1 的 实数 序列 (1.2 .了 中 没有 长 
度 为 x 十 1 的 非 降 子 序 列 , 下 面 证 明 其 必 有 … 长 度 为 2 十 1 的 非 升 
12 


子 序列 . 
令 ms 表示 从 as 开始 的 最 长 非 降 子 序列 的 长 度 , 因 为 实数 序 
列 (1. 2.1) 中 没有 长 度 为 n 十 1 的 非 降 子 序列 ,所 以 有 
lm 人 n= 12 .十 1). 
”这 相当 于 把 于 十 1 个 物品 re yonze p111 放 入 个 盒子 1 2 
中 ,由 验 集 原理 知 , 必 有 一 盒子 i 里面 至 少 有 十 1 个 物品 , 即 存在 
kl kh 


及 
1 委 . 7 入 2 
使 得 
Ma mm 一 了 (1.2.2) 
对 应 于 这 些 下 标的 实数 序列 必 满 足 
a 宇 a 交 人 


它们 梅 成 一 长 为 上 十 1 的 非 增 子 序列 . 否则 , 若 有 某 个 j (1 志 jn) 
使 得 oo<au 那么 由 从 ou ,开始 的 最 长 非 降 子 序列 加 上 a4 ,就 
得 到 一 个 从 au 开始 的 长 度 为 ms 十 1 的 非 降 子 序列 . 由 ms 的 定 
义 知 
ma 之 7 “二 人 
这 与 (1. 2. 2) 式 矛盾 因此 (1. 2. 3) 式 成 立 ,从 而 定理 的 结 论 成 立 . 
方法 2 对 应 于 实数 序列 (1.2.19 中 的 每 个 a, 定义 一 个 有 
序 偶 “ 
(ld;» mi), 
其 中 ,i; 为 从 a 开始 的 最 长 非 降 子 序列 的 长 度 ,rm; 为 从 a, 开始 的 
最 长 非 升 子 序列 的 长 度 . 则 对 应 于 序列 (1. 2. 1), 有 以 下 的 有 序 偶 
序列 
Cyrm), Crna), oe, (ss mae). (1. 2. 4) 
若 实数 序列 (1. 2.1) 中 茎 没有 长 为 n 十 1 的 非 升 子 序列 ,也 没有 长 
为 十 1 的 非 隆 子 序列 , 则 有 
13 


1 Ln m= ,2 十 1), (1.2.5) 
满足 条 件 (1. 2.5) 的 有 序 偶 最 多 只 及 个 ,由 谁 巢 原理 知 ,序列 
(1.2.4) 中 至 少 有 两 个 有 序 偶 相同 . 即 存在 1 所 i 隆 j 所 ww 一 1, 使 得 

(tis mi) = (bj, mi), 
即 
li = tj;, mi = mn. 

不 妨 设 i<j, 由 方法 1 的 分 析 知 ,车 a,Saj; 则 4 这 lj, 与 4 二 l; 草 盾 ; 
若 a;>>aj;, 则 Wi 之 ms 与 Pii mj 政 导 . 所 以 ,实数 序列 (1. 2. 1) 中 必 
有 一 长 为 2 十 1 的 非 降 子 序列 ,或 有 一 长 为 ?十 1 的 非 升 子 序列 ， 

例 3 将 1 到 16 的 16 个 正 整数 任意 分 成 三 部 分 ,其 中 必 有 
一 部 分 中 的 一 个 元 素 是 某 两 个 元 素 之 差 (三 个 元 素 不 一 定 互 不 
相同 ). 

证 明 用 反 证 法 . 设 将 1 到 16 的 16 个 整数 任意 分 成 了 
和 已 三 个 部 分 , 若 这 三 部 分 中 无 一 具有 问题 所 指 的 性 质 , 即 其 中 
一 个 元 素 是 其 中 某 两 个 元 素 之 差 , 由 此 我 们 来 导出 矛盾 ,从 而 证 明 
问题 的 结论 是 正确 的 . 

(将 1 到 16 的 整数 任意 分 成 三 部 分 ,由 体 巢 原理 知 ,其 中 
必 有 一 部 分 至 少 有 

[ 划 -。 


个 元 素 . 不 妨 设 已 中 含有 6 个 元 素 ,为 
ddd < ai < ai， | 

令 A 二 P= {ovazrd3rasrasrao) ,车 及 中 存在 一 个 元 素 是 某 两 个 
元 素 之 差 , 则 P 满足 问题 的 要 求 . 否则 , 令 

2 一 az 一 G， 

如 一 da 一 Gy 

zs 一 4 一 ai， 

b= us ul, 

bs = a6 一 Gi， 
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并 令 下 一 127 加 9) 显然 ,1 委 贞 委 16 (1 委 委 5), 即 五 中 的 
元 素 仍 是 1 到 16 的 整数 . 根据 假设 ,加 , 包 ,加 ,6 全 无 一 属于 忆 ， 
省 则 ,与 P 中 不 存在 一 元 素 等 于 某 两 元 素 之 差 相 天 慎 . 所 以 ,8B 中 
元 素 属 于 Ps 或 PP. 

(2) 与 (1) 类 似 ,不妨 设 BB 中 至 少 有 


3 


CI Cs ss, 
并 令 Co tee. 由 假设 ,C 中 不 存在 一 元 素 是 某 两 个 元 喜之 
差 . 令 


个 元 素 属 于 Ps, 设 为 


di=cs—e, 
d; 一 ci 一 cl， 
并 令 D= {di,ds}. 显然 ,D 中 元 素 不 属于 Pi, 否 则 ,与 P; 中 不 存 
在 一 元 素 是 某 两 个 元 素 之 差 相 矛 盾 , 是 1<d,<d, 所 16. 下 面 再 证 
明 DD 中 元 素 不 属于 Pl， 
设 c=6 (=1,2,3; 1 二 六 长 5), 则 
d= CC—o 
= 一 
en Cp 一 a) — (aj+t! — 0Q1) 
jt jt+1" 
同 理 , 
dz = jt! 一 Cj 
所 以 ,di,d; 均 不 属于 Pi. 因此 ,D 中 元 素 属 于 PP;. 
(3) 根据 假设 ,在 P, 中 不 存在 一 元 素 是 男 两 个 元 过 之 差 , 所 
以 di 关 d, 一 di, 令 
e=d:—d.. 
与 (1) 类 似 ,e 不 属于 Ps,; 同 (2) 可 以 证 明 e 也 不 属于 P, 和 Ps. 即 存 
15 


在 一 整数 I 委 ce 委 16, 它 不 属于 P,Ps 和 PP; 中 的 任何 一 个 ,这 与 将 
1 到 16 间 的 整数 任意 分 成 三 个 部 分 的 假设 相 了 矛盾 . 


1.3 Ramsey 问题 与 Ramsey 数 


1,3.1 Ramsey 问题 


1958 年 6 一 7 月 号 美国 《数学 月 刊 》 上 登载 着 这 样 一 个 有 趣 的 
问题 , “任何 6 个 入 的 聚会 ,其 中 总 会 有 3 人 互相 认识 或 3 人 互相 
不 认识 . "这 就 是 著名 的 Ramsey 问题 . 

以 6 个 硕 点 分 别 代 表 6 个人, 如果 两 人 相识 , 则 在 相应 的 两 项 
点 间 连 一 红 边 ,否则 在 相应 的 两 顶点 间 连 一 蓝 边 , 则 上 述 的 Ram- 
sey 问题 等 价 于 下 面 的 命题 

命题 1.3.1 对 6 个 项 点 的 完全 图 上。 任意 进行 红 、 蓝 两 边 着 
色 ,都 存在 一 个 红色 三 角形 或 一 个 蓝 色 三 角形 . 

zi 证 明 di :vs 是 
Ks 的 5 个 顶点 ,wi 与 v,， Ts Ur Us Us 
所 连 的 5 条 边 着 红色 或 蓝 色 . 由 刹 昌 
”原理 知 ,其 中 至 少 有 [| 号 |=3 条 边 同 
红 色 , 不 妨 设 wv 与 vs,v3,v4 所 连 的 3 条 
于 边 均 为 红色 ,如 图 1. 3.1 所 示 . 若 vw,， 
varsvs 间 有 一 条 红 边 ,不 妨 设 为 v2v;， 
i 则 Avivovws 是 一 红色 三 角形 . 否则 ， 
图 1.3.1 Uar Fs Ud 间 均 为 蓝 边 ; 即 八 vzvsv 是 
一 蓝 色 三 角形 . 

类 似 于 命题 1, 3. 1, 还 有 如 下 的 命题 1. 3. 2 一 命题 1, 3. 4: 

命题 1.3.2 对 6 个 顶点 的 完全 图 Ke 任意 进行 红 、 蓝 两 边 着 
色 ,都 至 少 有 两 个 同色 三 角形 . 

证 明 设 vwvosvsovervsovs 是 Ks 的 6 个 顶点 ,由 命题 1.3.1 
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知 , 对 Ks 任意 进行 红 、 蓝 两 边 着 色 都 有 一 个 同色 三 角形 ,不 妨 设 
心 rinsvs 是 红色 三 角形 . 以 下 分 各 种 情况 来 讨论 : 

(1 车 wisvivssvwive 均 为 蓝 边 ,如 图 1. 3.2 所 示 , 则 阁 v, ,vs， 
vi 之 间 有 一 蓝 边 ,不 妨 设 为 vivs; 则 和 八 wivyvs 为 蓝 色 三 角形 ;否则 ， 
入 vatsve 为 红色 三 角形 . 


图 1.3.2 区 1.3.3 

(2) 若 mmsyulasyotal 中 有 -- 红 按 , 不 妨 设 vivw 为 红 边 ,此 时 
车 边 UzO4 » UAT 中 有 一 条 红 边 ,不 妨 设 Z37H 是 红 边 ; 则 八 vivsv， 是 
一 红色 三 角形 , 见 图 1. 3. 3. 

以 下 就 V2Us 9 U3U4 均 为 蓝 边 的 情况 对 与 Vy 相关 联 的 边 的 颜色 
进行 讨论 ;: : 

ii) 若 vsvs ,v4vs 中 有 一 蓝 边 ,不 妨 设 vvs 为 蓝 边 ,如 图 1. 3.4 
所 示 . 此 时 ,车 wzsywsvs 均 为 红 廊 , 则 和 vvsvs 是 红色 三 角形 ; 否 
则 ,和信 vzwsvs 或 人 vavsvs 是 蓝 色 三 角形 ， 

(ii) 若 vivws vv 均 为 红 边 , 见 图 1. 3.5. 此 时 ,车 如;vssv; 之 
间 有 一 条 红 边 ,不 妨 设 ww 为 红 边 , 则 人 vivsvs 为 红色 三 角形 ; 否 
则 ,全 vyvsve 为 蓝 色 三 角形 . 

由 以 上 对 各 种 情况 的 讨论 知 , 对 天 , 的 任意 红 、 蓝 两 边 着 色 均 
有 两 个 同色 三 角形 ， : 

命题 1.3.3 对 10 个 顶点 的 完全 图 Ki 任意 进行 红 、 蓝 两 边 
着 色 ,都 或 者 有 一 红色 天,, 或 者 有 一 蓝 色 K;. 

证 明 设 a 是 Ki 的 一 个 顶点 ,与 a 相关 联 的 9 条 边 用 红 , 监 
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两 色 着 色 , 由 前 梨 原 理 知 ,这 9 条 边 中 要 么 有 6 条 红 边 ,要 么 有 1 
条 蓝 边 . 类 似 于 前 面 两 个 命题 的 分 析 证 明 过 程 可 以 得 出 结论 ,县 体 
分 析 过 程 见 图 1. 3. 6， 


红 
红 
TY 六 
图 1.3.4. | 图 1.3.5 
与 顶点 a 相关 联 的 红 边 数 之 6? 
| 《 蓝 边 数 六 4) 
与 6 条 红 边 相关 联 的 与 4 条 蓝 边 相关 联 的 
6 个 顶点 构成 的 KK。 中 4 个 顶点 构成 的 下 ,中 
有 蓝 色 下 
5 否则 是 红色 KK 否则 
a a 
. a 洪 A \、 


£ \ 
TE A ~、 

gg€- ad 
[ sy 


和 pcd 为 蓝 色 KK， abcd 为 红外 K, ps 玉 ， A 人 acd 为 蓝 色 K， 
图 1. 3.6 
命题 1.3.4 对 9 个 顶点 的 完全 图 KK, 任意 进行 红 , 蓝 两 边 着 
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色 ,都 或 者 有 一 个 红色 天 ,或 者 有 一 蓝 色 KK;. 
证 明 在 天 , 中 ,如 果 与 每 个 顶点 关联 的 红 边 均 为 5 条 ,因为 


一 条 红 边 连 着 两 个 顶点 ,所 以 ks 中 应 有 22 一 全 条 边 , 它 不 是 整 
数 ,所 以 不 成 立 . 故 必 有 -个 顶点 关联 的 红 边 数 不 为 5, 设 此 顶点 
为 <, 则 与 e 关联 的 红 边 数 至 少 为 6 或 至 多 为 4. 

以 下 可 以 用 与 命题 1, 3. 3 中 完全 相同 的 分 析 过 程 来 证 明 K， 
中 必 有 一 红色 kK, 或 一 蓝 色 天 3， 


1. 3.2 Ramsey 数 


从 1.3.1 小 节 的 讨论 中 可 以 归纳 出 如 下 的 一 般 性 定义 :对 于 
任意 给 定 的 两 个 下 整数 a 和 ,如 果 存 在 最 小 的 正 整数 r(e ,六 ) ,使 
得 当 NN 宏 r(a,6) 时 ,对 Kw 任意 进行 红 、 蓝 两 边 着 鱼 ,Kw 中 均 有 红 
色 K., 或 蓝 色 K,, 则 yla,&) 称 为 Ramsey 数 ， | 

由 命题 1. 3. 1 知 ~(3,3) 委 6; 在 KK; 中 按 图 1. 3. 7 的 方式 进行 
红 , 蓝 两 边 着 色 ( 实 线 为 红 边 ,虚线 为 蓝 边 ), 则 既 无 红色 K, 也 无 
蓝 色 天 sj，, 所 以 >(3,3) 盖 5. 从 而 得 知 >(3,3) 一 6， 


o 
qu 


A 
< 
CYA 


: 图 1.3.7 图 1.3.8 
由 命题 1. 3. 4 知 x(4,3) 坟 9; 存 玉 中 按 图 1. 3. 8 的 方式 进行 
红 、 蓝 两 边 着 色 , 则 o 既 无 红色 K 也 无 蓝 色 KK;, 所 以 7 (4,3) 汪 8. 从 
而 得 知 (4 ,3) 二 9. 
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Ramsey 于 1930 年 证 明了 对 下 任 给 的 整数 a 和 6,Ramsey 数 
ra'0) 的 存在 性 . 但 是 ,Ramsey 数 的 确定 却 是 一 个 非常 难 的 问题 ， 
以 臻 于 至 今 =(5,5) 尚 不 为 世人 所 知 . 表 1.3. 1 中 列 出 了 目前 所 知 
的 一 些 Ramsey 数 . 


表 1.3.f 


Cs 


mv 


让 co 
2 


5 


易 证 ( 留 作 习题 ): 
(1) rlab) = r(b ,a)s (1. 3.1) 
(2) r(a,2) = a. (1. 3.2) 


定理 1.3.1 对 任意 的 正 整 数 4 滨 3,65 守 3, 有 
rast) rla Cm 106) +rta,b — 1). 

证 明 令 NN=r(a 一 1,8) 十 r(a,6 一 1), 对 Kw 任意 进行 红 、 蓝 
两 边 着 色 . 设 xz 是 Kw 的 一 个 顶点 ,在 Kw 中 与 x 相关 联 的 边 共 有 
rla 一 1.06) 十 rla,6 一 1) 一 1] 条 ,这 些 边 要 么 为 红色 ,要么 为 蓝 色 .由 
驻 集 原理 知 ,与 x 相关 联 的 这 些 边 中 ,要 么 至 少 有 (a 一 1,5) 条 红 
边 , 概 么 至 少 有 r(a,bp 一 1) 条 蓝 边 . 

(1) 这 些 边 中 有 rla 一 1, 妈 ) 条 红 边 . 在 以 这 些 红 边 与 x 相关 联 
的 x(a 一 1, 如 个 顶点 构成 的 完全 图 天 -oo 中 , 必 有 一 个 红色 K,_， 
或 有 一 个 蓝 色 K。. 车 有 红色 KK,1, 则 该 红色 尺 ,_, 加 上 顶点 x 以 及 
7 与 KK, | 之 向 的 红 边 , 妈 构 成 一 个 红色 KK,; 否则 ,就 有 一 个 蓝 
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色 玉 ， 

(2) 这 些 边 中 有 rla,b 一 1) 条 蓝 边 . 在 以 这 些 监 边 与 工 相 关联 
的 rtasb 一 1 个 顶点 构成 的 完全 图 Kus_v 中 , 必 有 一 个 红色 KK， 
或 有 一 个 蓝 色 天 苦 有 一 个 蓝 色 KK ， 则 该 一 加 上 项 总 工 以 
及 工 与 到 之 间 的 蓝 边 , 即 构成 一 个 蓝 色 Ks; 否则 ,就 有 一 
色 K.. 

综合 (1 和 (2) ,和 天 ra) 委 和 ， 

由 定理 1.3. 1 及 等 式 (1. 3.2) 容 易 归 纳 出 对 于 任意 的 正 整数 
a 和 5,rla,5) 的 存在 性. 关于 r(a,b) ,还 有 定理 1. 3. 2 所 述 的 不 等 
式 成 并 ， 

定理 1.3.2 对 任意 的 正 整数 之 2,6 之 2, 有 


4 十 一 2 (aa 二 2o 一 2)! 
rta,b) <、 人 | Ca — 1)1 二] 


证 明 对 a 十 5 作 归 纳 . 
当 ae 二 os<5 时 ,a=2 或 6 一 2, 由 等 式 (1.3.2) 知 定理 成 立 ， 
假设 对 一 切 满足 5 委 z 十 2< 和 十 2 的 wp, 定理 成 立 , 由 定理 
1. 3. 1 及 归纳 假设 ,有 
7 rr 一 下) 十 ra 一 1)m) 


| 

mC—1 71 一 2 
a ne 

=|" : 


所 以 ,对 于 任意 的 正 整数 zx 之 2,% 之 2 ,定理 的 结论 成 立 . 


1.4 Ramsey 数 的 推广 


将 1,3 节 中 的 红 , 蓝 两 色 推 广 到 任意 & 种 颜色 ,对 N 个 顶点 
的 完全 图 Kn 用 cycs,*… ,ci 共 上 种 颜色 任意 进行 & 边 着 色 , 它 或 
者 出 现 c， 颜色 的 长 .或 者 出 现 C2 颜色 的 到 .或 者 出 现 Ck 
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颜色 的 天,. 满足 上 述 性 质 的 N 的 最 小 值 记 为 r(al az"** ,41)， 
定理 1.4.1 对 任意 的 正 整 数 A er" su ,有 
r (ala sa) ranrr(a ,0Q1)). 
证 明 留 作 习题 . 
类 和 似 于 定理 1. 3. 1 和 定理 1. 3, 2, 有 如 下 的 结论 : 
定理 1.4.2 对 任意 的 正 整 数 a 之 2,2: 之 2,*…' ,us 之 2, 有 
rAd A) ra ld sa) 
十 r(alyaz C— lod) 十 … 
十 realytdzy ak 一 1) 一 An 十 2. 
证 明 类 似 于 定理 1. 3. 1 的 证 明 . 
定理 1.4.3 对 任意 的 正 整 数 ai,a,,-… ,a;,， 有 
(al 十 ea 十 … 十 at)! 


ra 十 lat la tt DE 
证 明 类 似 于 定理 1.3. 2 的 证 明 . 
利用 广义 Ramsey 数 ,我 们 来 讨论 一 类 集合 划分 问题 . 
考虑 集合 {人 1,2,…,13) 的 一 个 划分 
{{1,4,10,13}, {2,3,11,12}, {5.6,7,8.9}}, 
可 以 看 出 ,在 上 面 的 划分 的 每 一 块 中 ,都 不 存在 三 个 数 rz,y,z( 不 
一 定 不 同 ) 满 足 方 程 


TX 十 y= 二 之 ， {1.4.1) 

然而 ,无 论 如 何 将 集合 {1,2,…,14} 划 分 成 三 个 子 集 合 ,总 有 一 个 

子 集 合 中 有 三 个 数 满足 方程 (1.4,1).Schur 于 1916 年 证 明了 对 

任意 的 正 整 数 ” 都 存在 一 个 整数 六 ,使 得 无 论 如 何 将 集合 (1,2， 

… 无) 划分 成 二 个 子 集 合 , 总 有 一 个 子 集 合 中 有 三 个 数 满 足 方程 
《1 4.1). 下面 我 们 用 Ramsey 数 来 证 明 这 个 结论 ， 

定理 1.4.4 设 {51,5;,…,S:) 是 集合 位 ,2,…,r,} 的 任 一 划 


分 , 即 遇 S, 一 人 412 县 S 站 Si 一 攻 (i 才 j，1<iyj<<n), 则 对 


某 一 个 isS; 中 有 三 个 数 XxX,ysz( 不 一 定 不 同 》 ,满足 方程 XX 十 yy 二。 
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其 中 
r。 一 7(3，3，…，3)- 
ee 


nz 个 

证 明 ”将 完全 图 玉 , 中 的 x, 个 顶点 分 别 用 1,2,… sr; 来 标记 ， 
对 天. 的 边 进行 x 着 色 如 下 : 设 妈 ,wv 是 K, 的 任意 两 个 顶点 , 若 
Ia 一 v1 ES,, 则 将 边 wv 染 成 第 ; 种 颜色 . 由 广义 Ramsey 数 x, 的 
定义 知 一 定 存在 同色 三 角形 , 即 有 三 个 顶 a,b,c ,使 得 边 ab,becsca 
有 相同 的 颜色 , 设 为 第 种 颜色 . 另 不 妨 设 4 汪 >b>c, 则 有 a 一 5， 
六 一 ca 一 CE Si. 令 X=a—b,y=6 一 c,z 二 Qa 一 cy; 则 有 x,y,zE5S;; 且 
ZX 十 y 二 之, 

设 是 满足 下 述 性 质 的 最 小 整数 ;将 人行，,2,…,s,}) 任 意 划 分 成 
nn 个子 集 合 ,总 有 一 个 子 集合 中 含有 三 个 数 x,y,z, 满 足 方程 
(1.4.1). 容易 证 明 ,s1 一 2,ss 一 5,s; 一 14( 见 本 章 习题 24). 在 本 章 
的 习题 中 ,还 列 有 一 些 关 于 r, 和 5, 的 上 、 下 界 的 结论 . 

将 前 面 的 镶 集 原理 和 Ramsey 数 进一步 推广 ,可 以 得 到 下 面 
更 一 般 的 Ramsey 定理 : 坟 

定理 1. 4. 5(Ramsey 定理 ) 设 91,9;,…,g,;t 是 正 整 数 , 量 q; 
PE 《1<:z<a)， 则 必 存 在 最 小 的 正 整 数 NN (q ,9;，… ,gq,;t) ,使 得 当 
Mm 之 N(q1,g2，"… ,qr5t) 时 , 设 5S 是 一 集合 且 1S|=m, 将 S 的 所 有 
元 子 集 任意 分 放 到 » 个 盒子 里 ,那么 要 么 有 5 中 的 g 个 元 素 , 它 
的 所 有 + 上 元 子 集 全 在 第 一 个 盒子 里 ;要 么 有 3 中 的 9 个 元 素 , 它 
的 所 有 t 元 子 集 全 在 第 二 个 盒子 里 ;……; 要 么 有 5S 中 的 gw 个 元 
素 , 它 的 所 有 :元 子 集 全 在 第 个 盒子 里 . 

证 明 上 咯 . 

当 一 1 时 ,Ramsey 定理 说 明 N (qi ,qs,… ,9.;1) 存 在 ,使 得 对 
任何 mr 源 N(gi,qz，…g,;1) ,把 m 个 物体 放 入 1n 个 盒子 里 ,或 者 有 
gi 个 物体 都 在 第 一 个 盒子 里 ,或 者 有 gs 个 物体 都 在 第 二 个 盒子 
里 ,……, 或 者 有 9, 个 物体 都 在 第 个 盒子 里 . 从 1. 2 节 中 个 梨 原 
理 的 加 强 形式 知 
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Ng 一 9 十 旺 十 十 人 一 天 十 1 

当 上 一 2 时 ,可 以 设想 $ 是 一 完全 图 的 顶点 集合 ,n 个 盒子 可 
以 设想 成 骨 种 颜色 clycz, ,cas5S 的 2 元 子 集 就 是 图 中 连接 两 个 
顶点 的 边 .此 时 ,Ramsey 定理 中 的 

Nlgi,g2r' ,G32) 一 TrayG2 :2). 
特别 地 , 当 二 2 时 ,由 1. 3 节 中 的 结论 知 
N(3,3;2) = r(3,3) 一 4， 
N(3,4;2) = 7(3,.4) = 9. 

定理 1.4.6 N(giytyt) = og Ng3t) = gy. 

证 明 车 S 中 元 素 少 于 或 等 于 gj 一 1 个 , 则 将 S 的 所 有 :元 
子 集 多 部 放 入 第 一 个 盒子 里 . 这 时 ,没有 S 的 g, 元 子 集 , 它 的 所 有 
t 元 子 集 全 在 第 一 个 盒子 里 ; 第 二 个 盒子 为 空 , 也 没有 上 元 子 集 在 
第 一 个 盒子 里 . 故 N (Ga ,23?) 之 g). 

若 S 中 恰 有 gi 个 元 素 , 把 S 的 上 元 子 集 分 放 到 两 个 盒子 中 . 
若 第 二 个 盒子 非 空 , 即 盒 中 至 少 存在 一 个 上 元 子 集 , 该 上 元 子 集 的 
z 元 子 集 在 第 二 个 盒子 中 ; 若 第 二 个 盒子 为 空 , 则 3 的 所 有 :+ 元 子 
集 全 在 第 一 个 盒子 里 ,上 且 18|=9 .无论 哪 种 人 情况 , 均 满 足 要 求 , 故 
N(lgivtyt) a. 
”综合 以 上 分 析 , 知 

Ngist;t) = qi. 
同 理 可 证 
N(t,gs;t) = qs. 


习 题 
1， 任何 一 组 人 中 都 有 两 个 人 ,它们 在 该 组 内 认识 鸭 人 数 
相等 . 
2. 任 取 11 个 整数 ,求证 其 中 至 少 有 两 个 数 ,它们 的 其 是 10 
的 倍数 . 和 
3. 任 取 ?十 1 个 整数 ,求证 其 中 至 少 有 了 两 个 数 , 它 们 的 盖 是 半 
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的 倍数 ， 

4， 在 1.1 节 例 4 中 ,证 明 存 在 连续 的 一 些 天 , 棋 手 恰好 下 了 上 
查 寞 ,天 一 1,2,……,21. 问 是 否 可 能 存在 连续 的 一 些 天 ， 棋 手 恰 好 下 
了 22 盘 棋 ? 

5. 将 1.1 节 人 钢 5 推广 成 从 1,2,…,2n 中 和 任 选 1 十 1 个 数 的 
问题 . 

6. 从 1,2,…,200 中 任 取 100 个 整数 ,其 中 之 一 小 于 16 ,那么 
必 有 两 个 数 ,一 个 能 被 另 一 个 整除 ， 

7. 从 1，2，…w，200 中 取 100 个 整数 ,使 得 其 中 任意 两 个 数 之 
间 互 相 不 能 整除 . 

8 任意 给 定 52 个 数 , 它 们 之 中 有 两 个 数 , 其 和 或 差 是 100 的 
倍数 ， 

9， 在 坐标 平面 上 任意 给 定 13 个 整 点 ( 即 两 个 坐标 均 为 整数 
的 点 ), 则 必 有 一 个 以 它们 中 的 三 个 点 为 顶点 的 三 角形 ,其 重心 也 
是 整 点 . 

10. 上 是 中 落 改 成 8 个 整 点 , 同 是 否 肥 相同 的 结论 ? 试 证明 你 
的 结论 . 

11. 证 明 : 一 个 有 理 数 的 十 进 制 数 展开 式 自 某 一 位 后 必 是 循 
环 的 . 

12. 证 明 : 对 任意 的 整数 N, 存 在 着 N 的 一 个 倍数 ,使 得 它 仅 
由 数字 0 和 7 组 成 (例如 ,N= 二 3, 我 们 有 3X259=777; N 一 4, 有 
4X1925 二 7700; N 一 5, 有 5X14 一 701………). 

13. (1) 在 一 边 长 为 1 i 个 点 ， 则 其 中 必 


有 两 点 ， 该 两 点 的 距离 至 多 为 二 

(2) 在 一 边 长 为 1 ee 角形 中 和 住 取 10 个 点 , 则 其 中 必 有 有 
两 点 ,该 两 点 的 距离 至 多 为 于 

(3) i 1 的 等 边 三 角形 中 任 取 mn, 个 
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点 ,其 中 必 有 两 点 ,它们 之 问 的 距离 至 多 为 二 

14， 一 位 学 生育 37 天 时 间 准 备考 试 , 根 据 以 往 的 经 验 , 她 知 
道 至 多 只 需要 60 个 小 时 的 复习 时 间 , 她 决定 每 天 至 少 复习 ] 小 
时 .证 明 : 无 论 她 的 复习 计划 怎样 ,在 此 期 间 都 让 在 连续 的 一 些 天 ， 
她 正好 复习 了 13 个 小 时 . 

15. 从 1,2,-…,2n 中 任 选 nn 十 1 个 整数 , 则 其 中 必 有 两 个 数 ， 
它们 的 最 天 公 因 子 为 1. 

16， 证 明 : 对 于 每 对 正 整 数 户 ,g,Ramsey 数 r(p,9) 存 在 ,并 且 

rp 2 
PpP—1 

17， 用 红 、 蓝 两 色 着 多 必 ， 的 边 , 使 得 既 无 蓝 色 三 角形 ,也 没有 
红色 的 完全 四 边 形 ,从 而 证 明 N(3,4)>8. 

18. 一 个 国际 社团 的 成 员 来 自 6 个 国家 ,共有 成 员 1978 名 ， 
用 1,2,…,1978 给 每 个 人 编号 . 试 证 明 : 该 社团 中 至 少 有 一 名 成 
员 , 他 的 编号 等 于 他 的 两 个 同胞 的 编号 之 和 ,或 者 是 他 的 一 个 同胞 
的 编号 的 两 倍 . 

19， 将 从 1 到 67 的 正装 数 任 意 分 成 四 部 分 , 则 其 中 必 有 一 部 
分 至 少 有 一 个 元 率 是 该 部 分 中 某 两 个 元 素 之 差 . 

20, 令 9s 和 是正 整 数 , 且 gs 守 t， 求 Ramsey 数 N (t,t ,qa3t). 

21. 平面 上 有 6 个 点 ,任何 三 点 都 是 一 个 不 等 边 三 角形 的 顶 
点 , 则 这 些 三 角形 中 ,有 一 个 三 角形 的 最 短 边 是 另 一 个 三 角形 的 最 
长 边 . 

22. 把 {1,2,3,4,5}; 划 分 成 两 个 集合 , 则 必 有 一 个 集合 包含 两 
数 及 其 差 . 

23. 记 r. 一 (3，3,…,3), 证 明 ; 

一 

(1) 7 Snr, 一 1]) 十 2; 

(2) mm SE [nle,s 

(3) rs 委 17. 
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244. 设 Sn 是 满足 下 列 条 件 的 最 小 整数 :把 1 Nr "$4} 划分 成 
n 个 子 集 , 总 存在 一 个 子 集 ,其 中 有 r 十 3 一: 的 解 ,证明 ， 


(1)s 一 2; 
(2) 5 一 55 
(3) 53 一 14， 
25. 5, 的 定义 同 习 是 24. 证 明 ; 
(1)5, 之 35 一 1 


《2 ) s, 之 CRE me 
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第 2 章 基本 计数 问题 


计数 问题 是 组 合 学 中 研究 得 最 多 的 内 容 , 它 出 现在 所 有 的 数 
学 分 支 中 . 事实 上 ,差不多 任何 一 门 学 科 都 要 涉及 计数 问题 . 对 于 
计算 机 科学 来 说 ,计数 问题 更 具有 它 特殊 的 意义 . 计算 机 科学 需要 
研究 算法 ,必须 对 算法 所 需 的 运算 量 和 存储 单元 作出 估计 , 即 算法 
的 时 间 复 杂 性 和 空间 复杂 性 分 析 . 在 这 一 章 里 ,我 们 先 介绍 两 个 一 
般 性 的 原则 一 一 加 法 原则 和 乘法 原则 ,然后 提出 几 类 最 基本 的 计 
数 问题 ,给 出 相应 的 计数 公式 ,并 指出 它们 与 各 类 分 配 问 题 之 间 的 
联系 . 

以 后 提 到 集合 时 , 除 特别 声明 外 ,都 是 指 有 限 集合 . 


2.1 加 法 原则 与 乘法 原则 


加 法 原则 与 乘法 原则 是 计数 问题 中 两 个 最 基本 也 是 最 常用 的 
原则 , 以 下 假设 4 和 B 是 两 类 不 同 的 、 互 不 关联 的 事件 ， 


2.1.1 加 法 原则 


加 法 原则 没事 件 A 有 zz 种 选取 方式 ,事件 B 有 种 选取 方 
式 , 刘 选 4 或 B 共 有 nm 十 n 种 方式 ， 

例如 ,大 于 0 小 于 10 的 偶数 有 4 个 , 即 2,4,6,8; 大 于 0 小 于 
10 的 奇数 有 5 个 , 即 1,3,5,7,9, 则 大 于 0 小 于 10 的 整数 有 9 个 ， 
即 1,2,3,4,5,6,7,8,9. 这 里 ,事件 4 指 的 是 大 于 0 小 于 10 的 偶 
数 , 事 件 B 指 的 是 太 于 0 小 于 10 的 奇数 .而 大 于 0 小 于 10 的 整数 
不 外 乎 是 偶数 或 奇数 , 即 属于 4 或 8. 

用 集合 论 的 语言 可 将 加 法 原则 叙述 成 下 述 定理 
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定理 2.1.1 设 4,B 为 有 限 集 ,A 门 B== 名 , 则 
IAUB|=|14|+|Bl. 
证 明 当 4,B 中 有 一 -个 是 空 集 时 ,定理 的 结论 是 平凡 的 . 
设 4 夭 好 ,8 天 他 , 记 
A= {a 42 0, dm}s 
B= {bh, by ,bo}, 
并 作 映 射 
292: 0 一 (和 二 : 委 m2)， 
bm+t+jill<i<n). 
a (Rim,1 人 Cin), 
所 以 PP 是 从 AUB 到 集合 {1,2,…,m 十 x}y 上 的 一 一 映射 ,因而 定 
理 成 立 . 
推论 2.1.1 设 x 个 有 限 集合 4 ,4;，…,4,。 满足 
ANA,= go (Rij 了 Cn), 
则 
1U4i = 之 /14:|. 
例 1 在 所 有 六 位 二 进 制 数 中 ,至 少 有 连续 4 位 是 1 的 有 多 
少 个 ? 
和 解 ” 把 所 有 满足 要 求 的 二 进 制 数 分 成 如 下 3 类 ， 
(i) 恰 有 4 位 连续 的 1 它们 可 能 是 Xo1111,011110,11110X ， 
其 中 ,“X” 可 能 取 0 或 1. 故 在 此 种 情况 下 ,共有 5 个 不 同 的 六 位 
二 进 制 数 . 
(ii) 恰 有 5 位 连续 的 1, 它们 可 能 是 011111,111110, 共 有 
2 个 ， 
(iii) 恰 有 6 位 连续 的 1. 即 111111, 只 有 1 种 可 能 . 
综合 以 上 分 析 , 由 加 法 原则 知 共 有 5 十 2 十 1==8 个 满足 题 意 要 
求 的 六 位 二 进 制 数 . 
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2.1.2 乘法 原则 


乘法 原则 设 事 件 4 有 m 种 选取 方式 ,第 件 B 有 nn 种 选取 方 
式 , 那 么 选取 4 以 后 再 选取 B 共有 m*n 种 方式 . 
用 集合 论 的 语言 可 和 将 上 述 乘 法 原则 氢 述 成 如 下 的 定理 ， 
定理 2.1.2 设 4,8 是 两 个 有 限 集 合 ,|4|=m,18|==z, 则 
IAxXB|I=|A|IxXxX|B|=m.n. (2. 1.1) 
证 明 若 m=0 或 n==0, 则 等 式 (2.1.1) 的 两 边 均 为 零 , 故 等 
设 mm 之 0,n 记 0, 诗 且 记 
A= {a ay “es Um)s 
B= {hs pe b,}. 
定义 上 映射 
¢: (ab ln 二 7 了 (Ui 寺 m, 1 jn)， 
由 vw 是 AXxB 到 集合 行 ,2,… ,mn 一 1,mn} 上 的 一 一 跑 射 ,所 以 等 
式 (2. 1.1) 成 立 . 
推论 2.1.2 设 4,4，,…,A, 为 nn 个 有 限 集合 , 则 
| A, x A, Xo" X 有 A, | 1A,| X 14:| 六 ，， | 4 | 
例 2 设 从 有 4 到 BB 有 3 条 不 同 的 道路 ,从 5B 到 C 有 2 条 不 同 
的 道路 ,如 图 2.1. ] 所 示 , 则 从 4 经 B 到 C 的 道路 数 为 
如一 3X2 一 6， 


< > C 


图 2.1.1 
例 3 从 5 位 先生 、6 位 女 二 ,2 位 男孩 和 4 位 女孩 中 选取 1 
位 先生 、1 位 女士 .1 位 男孩 和 1 位 女孩 ,共有 5X6X2x4 一 240 种 
方式 (由 乘法 原则 ). 而 从 中 选取 一 个 人 的 方式 共有 5 十 6 十 2 十 4= 


17 种 方式 (由 加 法 原则 ). 
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例 4 在 1000 到 9999 之 间 有 多 少 个 各 位 数字 不 同 的 奇数 ? 
解 方法 1 如 图 2.1.2 所 示 , 第 4 位 必须 是 奇数 ,可 取 1,3， 
5.7,9, 共 有 5 种 选择 .第 1 位 不 能 取 0, 也 不 能 取 第 4 位 已 选 定 的 
数字 ,所 以 在 第 4 位 选 定 后 第 1 位 有 8 种 选择 .第 2 位 不 能 取 第 1 
位 和 第 4 位 已 选 定 的 数字 ,共有 8 种 选择 . 类 似 地 ,第 3 位 有 7 种 
选择 . 从 而 ,满足 题 意 的 数 共 有 5X8Xx8x7 一 2240 个 . 
x x x x 
了 2 3 4 
位 位 位 位 
插 2. 1.2 
方法 2 把 满足 题 意 的 数 分 成 两 类 : 
《i) 四 位 数 中 没有 0 出 现 . 类 似 于 方法 1 的 分 析 , 第 4 位 数 有 
5 种 选择 ,第 3 位 数 有 8 种 选择 ,第 2 位 数 有 7 种 选择 ,第 1 位 数 有 
6 种 选择 , 此 类 数 共有 6X7X8X5 王 1680 个 . 
(aiy 四 位 数 中 有 0 出 现 . 这 里 ,0 只 能 出 现在 第 2 位 或 第 3 位 
上 . 现 假设 0 在 第 2 位 上 , 则 第 4 位 照常 有 5 种 选择 ,第 3 位 有 8 
种 选择 ,第 1 位 有 ?7 种 选择 ,共有 7x8X5=280 个 数 . 同 理 , 若 0 
出 现在 第 3 位 上 ,也 共有 280 个 数 . 
由 加 法 原则 知 ,合乎 题 意 的 数 共 有 
1680 十 280X2==2240( 个 ). 
注意 “在 方法 1 中 ,没有 自 右 向 左 按 自然 顺序 分 析 各 位 数 选 择 
的 可 能 性 ,因为 中 间 两 位 是 否 取 0 直接 影响 第 1 位 的 选择 方式 . 在 
方法 2 中 ,对 0 作 了 特别 处 理 , 使 从 右 向 左 能 够 顺利 地 进行 分 析 . 


2.2 排列 与 组 合 


2.2.1 集合 的 排列 


n 元 集合 5 的 一 个 > 排列 是 指 先 从 S 中 选 出 = 个 元 素 ,然后 
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将 其 按 次 序 排列 , 一 般 用 请 (nr) 表示 n 元 集合 的 7 排列 数 . 

例如 , 设 S={a,8,c}): 则 

ab, acs pay bc cas ch 
是 5S 的 所 有 6 个 2 排列 ,所 以 P(3,2) 二 6. 当 r= 二 n 时 , 称 x 元 集合 
S 的 排列 为 S 的 全 排列 ,P(r,n) 相 应 地 称 为 元 集合 的 全 排列 
数 . 如 S 二 {a,b5,c), 则 
abc,» acp, bacs ea, cab, cha 

是 $S 的 所 有 6 个 全 排列 ,所 以 局 (3,3) 一 6， 

(1) Plnr)= 0 (rn); 

(2) Ptn,1) = (n> 1). 

定理 2. 2. 1 对 于 满足 rn 的 正 整数 ， 和 ,有 

Pansr)= nn — ln—r1) 


nl! 
《天 一 rt 


证 明 ”要 构造 ”元 集合 的 一 个 > 排列 ,我 们 可 以 在 个 元 素 
中 任 取 一 个 作为 第 一 项 ,有 种 取 法 ;在 取 定 第 一 项 后 ,第 二 项 可 
以 从 剩 下 的 = 一 上 个 元 素 中 任 选 一 个 ,有 = 一 1 种 取 法 ;……; 同 理 ， 
在 前 + 一 1 项 取 定 后 ,第 > 项 有 ”一 ”十 1 种 取 法 . 由 乘法 原理 知 


ni 
(nC rr) 
由 定理 2.2.1,n 元 集合 的 全 排列 数 卫 (x,n) 二 x1. 我 们 规定 
0! = 1. 
例 1 大 家 所 熟知 的 "15 迷宫 ”是 将 标 有 数字 1 到 15 的 15 个 
可 以 滑动 的 小 正方 形 装 在 一 个 4X4 的 正方 形 框架 上 , 剩 下 一 个 小 
的 空 方 块 . 游戏 是 将 15 个 小 方块 从 任 一 排列 方式 移动 成 如 图 
2. 2. 1 所 示 的 初始 位 置 .现在 问 : 这 15 个 小 方块 在 4X4 的 框架 上 
有 和 多少 种 不 同 的 排列 方式 ? 
解 ” 诛 问题 就 是 求 将 1,2,…,15 放 在 4X4 框架 中 的 16 个 小 
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(2. 2.1) 


Plnsr) = nn Oo— nmr 二 1)= 


方块 上 而 剩 下 一 个 空 方块 的 方式 数 , 我 们 将 空 方块 看 作 16, 则 原 
问题 就 变 为 求 将 1.2,"**,16 放 入 16 个 小 方块 中 的 方式 数 , 它 等 于 
{1,2,…,16} 的 全 排列 数 . 即 有 P(16,16) 二 161 种 不 同 的 排列 
方式 . 


图 2.2.,1 
例 2 将 4,6,c,d,e,f 进行 排列 . 问 : 
(1) 使 得 字母 5 正好 在 字母 e 的 左 邻 的 排列 有 多 少 种 ? 
(2) 使 得 字母 5 在 字母 e 的 左边 的 排列 有 多 少 种 ? 
解 〈1)2 正 好 是 e 的 左 邻 的 排列 形 如 


| . XX Xbe XX , | 
其 中 ,X…XX…X 为 {a,c,d, 了 的 一 个 全 排列 . 在 这 些 排列 中 ， 
将 be 看 作 一 个 整体 , 原 问 题 就 变 成 求 集合 {acvaevd ,上 的 全 排列 
数 , 共有 5! 种 排列 ， 
(2) 将 {a,6b,c,d,e,/} 的 所 有 全 排列 分 成 如 下 两 类 ， 
A 二 (XX*…X | 其 中 45 在 e 的 左边 }， 
B= {XX*…X | 其 中 6 在 e 的 右边 }. 
显然 有 4 门 8= 记 ,AUB={a,bsc,d,e, 放 的 全 体 全 排列 ， 1AUB| 
一 641, 定义 映射 
f: A—B, 
使 
fberrreres) 一 《ev ), 
即 了 将 4 中 的 任 一 排列 的 4 与 e 的 位 轿 互 措 , 保 持 其 余 字 和 母 位 置 
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不 变 , 得 到 B 中 的 一 个 排列 . 显然 ,/ 是 一 一 映射 ,所 以 
141 = 1481 = 计 X 0 


例 3 从 位 ,2,…,9}) 中 选 出 不 何 的 7 个 数字 组 成 七 位 数 , 要 
求 5 与 6 不 相 邻 , 问 有 多 少 种 方法 ? 

解 方法 1 3 元 集合 的 7 排列 共有 已 (9,7) 个 ,将 其 分 成 三 
类 ,分 别 记 为 4,8.C, 即 

(i) 4 类; 5 和 6 挨 在 一 起 ,5 是 6 的 左 邻 : 

(ii 8B8 类, 5 和 6 拨 在 一 起 ,6 是 5 的 左 邻 ; 

Ci) C 类 :5 和 6 不 挨 在 一 起 (包括 不 出 现 5 或 6). 

则 显然 有 PC9,7)==14| 十 18| 十 IC1, 且 14|==181. 我 们 要 求 的 是 
C 类 七 位 数 的 个 数 . 为 此 ,我 们 先 计算 |41. 

我 们 如 下 构造 4 类 排列 :首先 构造 7 元 集合 {1,2,3,4,7:8， 
9} 的 一 个 5 排列 ,如 图 :2.2;2 中 “X” 所 示 , 共 有 P(7,5) 个 . 则 56 
作为 一 个 整体 可 以 插入 图 2. 2. 2 中 “入 ”所 示 的 6 个 位 置 中 的 任 一 
位 置 , 从 而 4 中 有 6xXP(?,5) 个 排列 .由 例 2 知 141=18|; 所 以 

IC|= P(9,7} 一 2 X14A) 
= 151200. 
人 人 信人 信人 人 
XxX x x x x 
图 2.2.2 

方法 2 直接 计算 1C1. 满足 题 意 的 七 位 数 可 分 为 如 下 四 类 : 

Ci 七 位 数 中 5,6 均 不 出 现 , 即 为 7 元 集合 {1,2,3,4,7,8,9} 
的 全 体 全 排列 ,共有 71 个 . 

(ii) 七 位 数 中 只 出 现 5, 不 出 现 6, 如 图 2.2.3 所 示 , 设 
XXXXXX 是 集合 {1,2,3,4,7,8,9} 的 任意 一 个 6 排列, 则 5 可 
以 插入 “人 ?所 示 的 ?7 个 位 置 中 的 任 一 位 置 ,从 而 构成 一 个 此 类 排 
列 . 所 以 ,此 类 数 共 有 7XPC07,6) 个 . 

Qi 七 位 数 中 只 出 现 6, 不 出 现 5. 同 (Gi), 此 类 数 共 有 7xX 
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PP(7,6) 个 . 
入 入 和信 信人 信人 和信 信 
x x x x x x 
图 2.2.3 
(liv) 七 位 数 中 出 现 5 和 6, 但 不 相 邻 . 我 们 如 下 构造 此 类 排 
列 :首先 构造 7 元 集合 {1.2,3,4,7,8,9} 的 一 个 5 排列 ,如 图 
2.2.2 中 的 “X” 所 示 ; 然 后 将 5 和 6 插入 该 图 中 6 个 “入 ”位 置 中 
的 任意 2 个 位 置 ,此 时 5 和 和 6 必定 不 相 邻 . 所 以 ,此 类 数 共 有 
P(7,5) X,P(6,2) 个 . 
综合 上 述 分 析 , 满 足 题 意 的 七 位 数 共有 
Pl(7,7) + Pe,6) xX 7 xX2+ P07,5) x P06,2) 
一 151200( 个 ). 
前 面 考虑 的 排列 是 在 直线 于 进行 的 ,或 者 确切 地 说 ,是 > 线 排 
列 , 若 在 圆周 上 进行 排列 ,结果 又 如 何 呢 ? 
在 一 个 ~ 圆 排列 的 任意 两 个 相 邻 元 素 之 间 都 有 一 个 位 置 , 共 
有 7 个 位 置 , 从 这 > 个 位 置 处 将 该 圆 排列 断 开 ,并 拉 直 成 线 排列 ， 
可 以 得 到 7 个 不 同 的 ~ 线 排列 . 或 者 换个 说 法 ,将 -> 个 r 线 排 列 
ed 
Uzi AAA, 
rr 2 1 
的 首尾 相连 围 成 圆 排列 ,得 到 的 是 同一 个 r 圆 排 列 . 因此 , 下面 的 
定理 成 立 : 
定理 2. 2.2 元 集合 的 + 圆 排 列 数 为 


好 
7 一 六 本 


例如 ,集合 5={1,2,3,4} 的 所 有 6 个 4 圆 排列 如 图 2.2.4 
所 示 . 
以 后 在 不 引起 混淆 的 情况 下 ,我 们 仍 将 “ 线 排列 ”简单 地 说 成 
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LPOn,r) 一 (2. 2. 2) 


排列 " 
六 A 
N 又 We 


/~\ 人、\ A 
UN 


图 2. 2.4 
例 4 10 个 男生 和 5 个 女生 聚餐 , 围 坐 在 圆桌 芝 ,任意 两 个 女 
生 不 相 邻 的 坐 法 有 多 少 种 ? 


解 先 把 10 个 男生 排 成 贺 形 ,有 0 X 10! 种 方法 . 固定 一 个 


男生 的 排 法 ,把 5 位 女生 插 在 10 个 男生 之 间 , 每 两 个 男生 之 间 只 
能 插 一 个 女生 ,而 且 5 个 女生 之 闻 还 存在 着 排序 问题 , 故 可 有 
P10,5) 种 排 法 . 由 乘法 原则 知 , 共 有 9! XP(10,5) 种 谷 法 ， 


2.2.2 集合 的 组 合 

n 元 集合 S 的 > 组 合 是 指 从 S 中 取出 -个 元 素 的 一 种 无 序 选 
择 , 其 组 合 数 记 为 

过 实 上 ,集合 $ 的 一 个 > 组 合 可 以 看 作 是 5 的 一 个 > 元 子 集 ， 


所 以 | "| 也 就 是 $ 的 所 有 元 子 集 的 个 数 . 例如 , 若 5 一 (a,b,c， 
4), 则 
《ac (asbrd!, {acrd}, {bcd)} 
就 是 5 的 所 有 3 组 合 . 
显然 ,有 
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革 ee 和 i 
(2 1 i=0 >). 

定理 2.2,3 若 0&7r 志 x, 则 

("= 一 (2.2.3) 


r! rilltn— 7r)1 


证 明 设 $ 是 一 x 元 集合 , 任 取 S 的 一 个 r 组合 ,将 该 -组 合 
中 的 7 个 元 素 进 行 排列 , 便 可 得 到 PCr,r) 二 r! 个 S 中 的 x 排列 .而 
且 S 中 的 任 -一 + 排列 都 可 恰好 通过 将 S 中 的 某 - *r 组 合 排 序 而 得 
到 . 所 以 ,有 


Pnsr)=rl: [| ， 
了 


即 


(3S 了 Car 7 
r rl ria rl 

例 5 系 里 欲 将 6 名 保送 研究 生 推荐 给 3 个 单位 ,每 个 单位 2 
名 , 问 有 多 少 种 方案 ? 

解 “ 推 荐 给 某 个 单位 的 两 名 学 生 的 顺序 是 无 关 紧 楼 的 ,这 是 
一 个 组 合 问题 . 我们 先 从 6 名 学 生 中 选 出 2 名 给 第 一 个 单位 ,有 


| 3 } 种 选 法 . 然后 从 余下 的 4 名 学 生 中 选 出 2 名 给 第 二 个 单位 ,有 
| 4 种 选 法 ,余下 的 2 名 学 生 给 第 三 个 单位 . 每 一 步 不 同 的 选 法 对 
应 着 不 同 的 方案 ,由 乘法 原则 ,共有 

站 x (3) x (2) = z= % 
种 方案 . 


例 6 从 1,2,…,100 中 选 出 两 个 不 同 的 数 ,使 其 和 为 偶数 ， 
问 有 和 多少 种 取 法 ? 
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解 ”集合 (1,2,…,100} 的 所 有 2 组 合 可 以 分 成 三 类 :两 个 数 
均 为 奇数 :两 个 数 均 为 偶数 ,两 个 数 -- 奇 一 偶 . 我 们 要 求 的 是 前 两 
类 的 组 合 数 .第 一 类 是 集合 {1,3,5,… ,99) 的 2 组 合 的 全 体 ,共有 


[| 个 ;第 二 类 是 {2,4,6,…,100} 的 2 组 合 的 全 体 ,共有 | 
由 加 法 原则 ,总 共有 

2xX | | 一 2450 
种 取 法 . 


我 们 也 可 以 用 间接 计数 的 方法 , 即 从 集合 {1,2,…,100} 的 所 
有 2 组 合 中 减 去 上 述 的 第 三 类 2 组合, 从 而 得 到 第 一 类 与 第 二 类 


组 合 之 和 . {1,2,*…* a 第 三 类 2 组 合 是 从 
11,3,5,…，99} 中 选 一 个 ,再 从 12;,4,6,…，,100} 中 选 一 个 ,共有 
EE 故 总 取 法 为 


2)—{ n(n) = aoq 
例 7 在 一 个 凸 m (艺人 ) 边 形 C 的 内 部 ,如 果 没 有 三 条 对 角 
线 共 点 , 求 其 全 部 对 角 线 在 C 
内 部 的 交点 的 个 数 . 


解 将 C 的 顶点 按 顺 时 针 
方向 依次 记 为 PP 
设 和 是 C 的 对 角 线 在 C 内 部 
的 一 个 交点 ,由 于 没有 三 条 对 
角 线 共 点 , 故 XX 恰 为 两 条 对 角 
线 ( 记 为 Pi;P; 和 和 Pi Pi ) 的 交 
| 点 ,如 图 2. 2.5 所 示 . 因 P; P; 
和 P,P, 为 两 条 相交 的 对 角 线 , 故 以 P,P ,P,P; 为 顶点 的 四 边 
形 是 一 凸 四 边 形 , 其 对 角 线 正好 是 P; Pi 和 J Bis 不 失 一 般 性 :; 设 
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图 2. 2. 5 


mi<ciz<is<a 反之 , 若 任 给 四 个 预 点 Pj ;Py ,Pi ,Pj, 且 jj 之 
六 < 六 , 则 四 边 形 已 PPP; 为 凸 四 边 形 , 故 对 角 线 相交 于 该 四 边 
形 之 内 ,因而 也 在 C 内 ,而 这 四 点 的 其 他 联 线 的 交点 就 是 P,P,， 
已， 自身. 所 以 ,C 的 对 角 线 在 C 内 部 的 交点 数 与 P,P;,…,P， 
中 任 选 四 点 的 组 合 数 相同 ,为 
"| 本 2 二 
这 个 问题 初 看 起 来 位 乎 与 组 合 数 无 关 ,自然 也 可 不 借助 于 组 
台 方 法 来 解决 (例如 ,可 用 数学 归纳 法 求解 ) ,但 要 麻烦 一 些 . 
下 面 给 出 两 个 组 合 恒等式 . 事实 上 ,关于 | "| 的 恒等式 ,已 发 
现 的 就 有 上 千 个 .在 2.5 节 中 ,我 们 将 再 介绍 几 个 组 合 恒等式 ， 
推论 2. 2. 1 车 0 志 r<<n, 则 
nn 


证 明 由 定理 2.2.3 中 关于 | "| 的 显 式 表达 式 很 容易 得 出 
结论 . 
推论 2. 2. 1 具有 如 下 的 组 合意 义 ; 


-| Co (2. 2. 4) 


Ar 


中 是 ”元 集合 S 的 -元 
子 集 的 个 数 ,| ,”,] 是 集合 8 的 "一 元 子 集 的 个 数 . 设 4 是 5 的 
7 元 子 集 , 则 5 一 A 是 5 的 一 r 元 子 集 ,而 且 这 种 对 应 关系 显然 是 
一 一 的 . 所 以 ,S 的 -元 子 集 的 个 数 等 于 5 的 wn 一 + 元 子 集 的 个 数 . 
因此 推论 2. 2. 1 成立. 
定理 2.2.4 对 任意 正 整 数 4, 有 
好 | n n 
ol 十 | . 十 2 
证 明 ”我 们 用 两 种 不 同 的 方法 来 计算 x 元 集合 S 的 所 有 于 
集 的 个 数 , 说 明 等 式 (2. 2.5) 的 左右 两 端 均等 于 8 的 子 集 数 ,从 
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天 
n 


mo 


= 2. (2. 2. 5) 


而 证 明 其 成 立 ， 

一 方面 ,S 的 -元 子 集 的 个 数 为 | “] ,而 + 可取 0,1,2,…,n， 
由 加 法 原则 ,3 的 所 有 子 集 的 个 数 为 

Wt 

另 一 方面 ,S 有 个 元 素 , 在 构成 S 的 一 个 子 集 的 时 候 ,S 的 
每 个 元 素 都 有 在 该 子 集中 或 不 在 该 子 集中 两 种 可 能 ,由 乘法 原则 
知 ,共有 2" 种 方式 构造 S 的 一 个 子 集 , 即 5 的 子 集 有 2 个 ， 

综 土 分 析 , 知 定理 成 立 . 

下 面 再 举 儿 个 例子 ,以 期 大 家 能 熟练 地 掌握 加 法 原则 . 磁 法 项 
则 .排列 和 组 合 等 概念 及 其 应 用 ， 

例 8 单身 函数 :XY 的 个 数 等 于 PCm,n), 其 中 ,x 二 1X|， 
m= |Y| (mn). 

证 设 和 一 (zzzo), 刚 

fr) EY (= 1.2, 1). 
因 了 是 单 射 ,所 以 f(x 了 (re),… ,了 (zs) 互 不 相同 , 故 
fT fF Cre) fx,) 

是 Y 的 一 个 排列 . 由 此 易 知 单 射 函数 ,XY 与 Y 的 n 排列 构 
成 一 一 对 应 ,其 个 数 为 PCm,n). 

由 例 8 知 , 若 i 久 |==17|==x, 则 一 一 蜡 射 :XY 的 个 数 等 
于 nn!, 

例 9 求 至 少 出 现 一 个 6 且 能 被 3 整除 的 五 位 数 的 个 数 . 

解 方法 1 因 位 十 进 制 数 pp.…pi 能 被 3 整除 的 充 要 条 
件 是 pp 十 ps 十 "十 ps 能 被 3 整除 ,根据 这 个 道理 ,分 别 讨论 如 下 : 

(1) 从 左 向 右 计 , 最 后 一 个 6 出 现在 第 5 位, 即 ps 二 6. 第 2,3， 
4 位 数 可 以 是 0,1,2,… ,9 十 个 数字 之 一 . 但 在 第 2,3,4,5 位 选 定 
后 ,为 了 保证 该 五 位 数 能 被 3 整除 ,pl 只 有 3 种 可 能 . 例如 , 若 p: 
十 十 十 ps 三 9 (mod 3); 则 p, 只 能 是 3,6,9 中 之 一 .由 乘法 原 

40 


则 ,五 位 数 中 最 后 一 位 是 6 县 能 被 3 整除 的 数 有 3X 10: = 
3000 个 ， 

《2) 最 后 一 个 6 出 现在 第 4 位 , 即 p=6. 此 时 ps 关 6, 只 有 9 
种 可 能 ;而 第 2、 第 3 位 各 有 10 种 可 能 ;为 了 能 被 3 整除 , 户 只 有 3 
种 可 能 . 因而 ,局 于 这 一 类 的 五 位 数 有 3X10*X9=2700 个 . 

(3) 最 后 一 个 6 出 现在 第 3 位 , 即 总 一 6. 类 似 于 (2) 的 分 析 可 
得 ,此 类 被 3 整除 的 五 位 数 有 3X10X9:=2430 个 ， 

(4) 最 后 一 个 6 出 现在 第 2 位 , 即 p,=6. 此 类 被 3 整除 的 五 
位 数 有 3X 和 =2187 个 . 

(5) 只 有 户 二 6. 此 时 ,pisps, psps 不 能 等 于 6,p;,p,sps 各 
有 9 种 选择 ;但 为 了 能 被 3 整除 ,p, 只 有 3 种 选择 (此 时 p, 不 能 取 
6, 但 可 到 0 作为 第 三 种 情况 ,0,3,9 作为 一 类 , 不 像 情况 (1),(2)， 
(3),(4) 中 p) 不 能 取 0, 但 可 取 3,6,9 作为 一 类 ,也 是 3 种 可 能 ). 
所 以 ,此 类 数 有 3x9 二 2187 个 . 

由 加 法 原则 ,至 少 出 现 一 个 6 且 能 被 3 整除 的 五 位 数 有 

3000 十 2430 十 2187 X 2 一 12504( 个 》. 

方法 2 所 有 的 五 位 数 是 从 10000 到 99999 的 所 有 整数 , 共 
有 90000 个 .其 中 ,能 被 3 整除 的 数 有 90000 二 3= 30000 个 . 

30000 个 能 被 3 整除 的 数 中 不 出 现 6 的 数 , 第 1 位 有 1,2.3， 
4,5:7,8,9 共 8 种 可 能 ;第 2,3,4 位 有 0,1,2,3,4,5,7,8,9 闪 9 
种 可 能 ;在 第 1,2,3,4 位 选 定 后 ,为 了 保证 能 被 3 整除 ,第 5 位 只 
有 3 种 可 能 , 故 五 位 数 中 不 出 现 6 县 能 被 3 整除 的 数 有 

3X8X9 = 17496[ 个 ). 
因此 ,五 位 数 中 至 少 出 现 一 个 6 且 能 被 3 整除 的 数 有 
30000 一 17496 一 12504( 个 ). 

例 10 某 车 站 有 6 个 入 口 ,每 个 入口 每 次 只 能 进 一 个 人 , 问 晶 
人 小 组 共有 多 少 种 进 站 方案 ? 

解 方法 1 将 6 个 入 口 依次 排 好 序 ,分 别 为 第 1, 第 2， 
i ,第 6 个 入 口 . 因 9 人 进 站 时 在 每 个 入口 都 是 有 序 的 ,我 们 如 
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下 构造 9 人 的 进 站 方案 ; 先 构造 9 人 的 全 排列 ,共有 91 个 ;然后 选 
定 9 人 的 一 个 全 排列 ,加 入 5 个 分 界 符 ,将 其 分 成 6 段 , 第 i (t=1, 
2,.…,6) 段 对 应 着 第 i 个 入 口 的 进 站 方案 , 如 图 2. 2. 6 所 示 , 每 个 
“*# ”代表 一 个 人 ,“ 入 ”表示 分 隔 符 .图 2. 2.6 中 ,5 个 “入 ”分 别 在 
第 3. 第 5 第 9. 第 11. 第 13 个 位 置 , 它 对 应 的 进 站 方案 中 ,前 2 人 


从 第 1 个 入 口 进 站 ,第 3 人 从 第 2 个 入 口 进 站 ,…… .所 以 , 进 站 方 
0 x [= 本 | 
= 726485760. 
六 
1 + 1 +4 + 
3 5 9 11 13 
图 2.2.6 


方法 2 第 1 个 人 可 以 有 8 种 进 站 方式 , 即 可 从 6 个 人 口中 
的 任 一 个 进 站 ;第 2 个 人 也 可 以 选择 6 个 入 口中 的 任 一 个 进 站 ,得 
当 他 选择 与 第 1 人 相同 的 入 口 进 站 时 ,有 在 第 1 人 前 面 还 是 后 面 
两 种 方式 ,所 以 第 2 人 有 7 种 进 站 方案 ; 同 理 , 第 3 人 有 8 种 进 站 
方案 ,……, 第 9 人 有 14 种 进 站 方案 . 由 乘法 原则 ,总 的 进 站 方案 
数 为 
6X7X.…Xl4 一 726485760， 


2.3 多 重 集 合 的 排列 与 组 合 


2.3.1 条 重 集合 的 排列 


前 面 讲 的 元 集合 的 排列 ,是 指 从 个 各 不 相同 的 元 素 里 ， 
每 次 取出 + 个 互 不 相同 的 元 素 进行 排列 ,然而 在 现实 生活 中 ,并 不 
一 定 是 对 不 同 的 元 素 进行 排列 . 例如 ,对 一 组 数据 排序 就 是 求 它 的 
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一 个 排列 ,而 在 这 些 数据 中 可 能 出 现 相同 的 数 . 为 此 ,我 们 引入 多 
重 集合 的 概念 . 

多 重 集合 同一 般 集合 一 样 ,是 一 组 对 象 的 整体 ,只 不 过 不 像 一 

般 集合 那样 必须 要 求 集合 中 每 个 元 素 互 不 相同 . 例如 ， 

M= {aa a bcc d, dd, da)} 
是 一 个 10 个 元 素 的 多 重 集 全 ,其 中 有 3 个 4a,1 个 56,2 个 c,4 个 d. 
通常 ,我 们 将 嵌 表示 为 

={3.a1.pD2。c，4 .cd)， 
其 中 ,3,1,2,4 分 别称 为 元 素 a,8,c,d 的 重 数 . 
一 般 地 ,多 重 集合 表示 为 

M= {ke as Ri 
其 中 1 0Q29°°" rAdn 为 M 中 所 有 的 互 不 相间 的 元 素 M 中 有 k; 个 ci 
(Sn), 称 名 为 a 的 重 数 .是 正 整数 ,也 可 以 是 oo, 表 示 M 中 
有 无 限 多 个 a. 

多 重 集 合 $ 的 > 排列 同一 般 集 合 的 > 排列 一 样 ,也 是 从 S 中 
选 出 7 个 元 素 的 有 序 选择 .如 上 ,M={3*a,1*6,2.c,4.d} 
是 一 多 重 集合 ,acbe ,cacc ,abecd 都 是 M 的 4 排列 ， 

定理 2.3,1 多 重 集 全 M= {ce .al co az …，oco "at 的 


r 排列 数 为 起 . 
证 明 oi 个 > 排列 时 ,第 一 项 有 上 种 选择 ,第 二 
项 有 上 站 种 选择 ,第 -~ 项 有 大 种 选择 . 由 于 M4 中 的 每 个 元 素 都 


是 无 限 重 的 ， 所 以 > 排列 中 的 任 一 项 都 有 种 选择 ， 且 不 依赖 于 前 
面 已 选择 的 项 , 故 1 的 > 排列 数 为 妃 ， 

由 上 面 的 证 明 易 知 , 若 4 中 每 个 元 素 的 重 数 至 少 为 >, 则 定理 
的 结论 仍然 成 立 ， 

例 1 用 26 个 英文 字母 可 以 构造 出 多 少 个 包含 4 个 元 音字 
母 , 长 度 为 8 的 字符 串 ? 

解 ” 该 问题 是 要 求 M= {co a co .bp …，co。z} 的 包含 4 
个 元 音字 余 的 8 排列 数 . 在 长 度 为 8 的 字符 串 中 ,4 个 元 音字 和 母 出 
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现 的 位 浓 的 选取 方式 有 8| 种 ,而 每 个 元 音 位 置 可 取 5 个 元 音字 
母 中 的 任 一 个 ,4 个 辅音 位 置 可 取 21 个 辅音 字母 中 的 任 一 个 . 因 
而 ,满足 题 意 的 字符 串 有 | ?| 。5!。 21 个 . 

定理 2.3.2 多 重 集 合 MM 二 {a 中 a 各，a,} 的 
全 排列 数 为 


人 
此 | [天 3 1 天 


证 明 方法 1 集合 MM 中 共有 加 十 如 十 … 十 个 元 素 ,a 占 
集合 M 的 全 排列 中 的 如 个 得 置 ,选取 w 所 占 位 置 的 方法 数 为 
;在 确定 了 名 个 al 的 位 置 后 ,还 有 心 十 … 十 和 


个 位 置 ,a; 占 其 中 的 妈 个 位 置 ,从 中 选取 名 个 a 的 位 置 的 方法 数 


二 
为 | “") ;类 似 地 ,依次 选取 位 置 安排 as,4,…,a,. 由 
2 
乘法 原则 知 ,M 的 全 排列 数 为 
On 
| 
1 
El 十 … 十 ,1! Ro!1CRks 二 … 十 色 ,)! 
| 
XX kl 
es (Ck) 十 下 十 … 十 帮 。 2 
友 1 有 


方法 2 先 把 几 中 所 有 的 十 十 … 十 个 元 素 看 成 是 互 
不 相同 的 , 则 它 的 全 排列 数 为 人 十 十 … 十 )1. 但 这 里 名 个 
是 相同 的 ,所 以 在 这 全 部 (名 十 十 … 十 1 个 排列 中 ,i! 个 a 的 
位 置 相 同 且 其 他 元 素 排列 也 相册 的 排列 是 同一 个 . 故 知 M 的 全 
排列 数 为 
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i 十 色 十 下 十 局)1 
Rilks lkR,! . . 
例 2 让 我 们 再 回 到 2. 3 节 中 的 例 10, 求 9 人 小 组 的 进 站 方 
案 数 . 
解 ” 设 9 个 人 分 别 为 mvar， as 分 界 符 为 “人 人”, 则 集合 M 
={ay ay …， ay， 5* 从 } 的 每 个 全 排列 对 应 着 9 人 的 一 种 进 站 
方案 ,共有 


14! 
l!1Xx-.…XxX1!X5! 


例 3 图 2.3.1 中 ,从 50,0) 点 沿 水 平和 垂直 道路 可 以 走 到 
(za 2) 点, 问 有 多 少 种 走 法 ? 


> 


一 726485760( 种 ). 


Cm ,nn) 


《0,0》 了 


图 2.3-1 
解 从 (0,0) 点 到 (oz 点 的 路 径 , 沿 水 平方 向 从 左 向 右 走 一 
个 单位 距离 记 作 zx, 沿 垂直 方向 从 下 向 上 走 一 个 单位 距离 记 作 y， 
那么 该 路 径 中 必然 含有 阅 个 上 和 z 个 和 从 而 ,一 条 路 径 对 应 着 多 


重 集 合 M= {m。， zy， mn。y} 的 一 个 全 排列 , 即 一 共有 二 
(“+ ”] 种 不 同 的 走 法 


771 
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例 4 将 6 个 蓝 球 ,5 个 红 球 ,4 个 白 球 ,3 个 黄 球 排 成 一 行 , 要 
求 黄 球 不 挨 着 ,和 问 有 多 少 种 排列 方式 ? 

解 ” 在 构造 题 设 的 排列 时 , 先 将 红 、 蓝 , 白 三 种 球 进行 全 排列 ， 
再 将 3 个 黄 球 插入 其 中 , 令 M= 二 16:5, 5,r, dz), 则 M 的 全 


排列 数 为 Ei 在 图 2. 3.2 中 ,每 个 和 * "表示 M 的 一 个 全 排列 


中 的 一 个 元 素 , 共 有 15 个 “x*”, 则 可 以 在 16 个 “入 ”所 示 位 置 中 选 


出 3 个 插入 3 个 黄 球 ,共有 | | 种 取 法 . 所 以 ,共有 二 和 


| 3 种 排列 方法 
和 AAA 和 人 入 和信 


i 其 Da 关 
15 个 * 关 好 
图 2. 3.2 


2.3,2 多重 集合 的 组 合 


多 重 集 合 M 的 7 组合 是 指 从 M 中 无 序 地 选 出 r 个 元 素 . 

显然 ,多 重 集合 M 的 ~ 组 全 是 M 的 一 个 + 元 子 集 , 其 自身 也 
是 一 个 多 重 集 合 . 例如 ,车 MM= {2，a, 1，b,，3。，c}), 则 {a,a)， 
{fab},{asc} ,byc}, {cyc} 是 MM 的 所 有 2 组合. 

定理 2. 3.3 多 重 集 合 M={o0 Al OF dz "rs OO 。ax} 的 


-组合 数 为 | “|. 
证明 方法 1 设 多 重 集合 M 的 某 个 > 组 合 为 
(zt Ta ra CE (2,3.1) 
则 有 : 
ZX 十 二 十 中 十 TX 二 了 (2. 3. 2) 


其 中 ,zx2，… ,xs 为 非 负 整数 .反之 ,车 给 出 方程 (2. 3.2) 的 一 组 
非 负 整数 解 ri revz 刚 对 应 于 M 的-- 个 7 组合 (2.3.1). 所 
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以 ,好 的 > 组 合 与 方程 (2. 3.2) 的 非 负 整 数 解构 成 一 一 对 应 ,从 而 
将 求 M 的 + 组 合 的 问题 化 为 求 方程 (2. 3. 2) 的 非 负 整数 解 . 

方程 zz 十 Xi 十 十 二 rr 的 一 全 非 猴 整数 解 可 以 表示 成 长 为 
上 一 1 十 + 的 0,1 序列 


11011.…10.…011.1, 
EC ON et 
ti 个 并 个 Zz 个 


其 中 ,0 的 个 数 为 一 1 个 .该 0,1 序列 是 集合 {(& 一 1)。0,r*，1) 
的 一 个 全 排列 . 方程 (2. 3. 2) 的 解 与 集合 {(& 一 1 ，0, r。1} 的 全 
排列 之 间 是 一 一 对 应 的 , 从 而 多 重 集 合 M 的 7 组合 数 为 
GE 

rr 


方法 2 构造 多 重 集 合 M={o2 * al， CO e ads, “**» oO 。a:}) 的 


r 组 合 与 菜 一 上 十 7 一 1 元 一 般 集 合 S 的 7 组合 之 间 的 一 一 对 应 ,从 


而 证 明定 理 的 结论 ， 


令 


定义 瑞 射 
f: M 的 -组合 全 体 一 M 的 ”组合 全 体 
为 
{zi as ta 
ES {lye sl Dor es 天 
YY yr 
个 到 个 个 
其 中 , 属 十 zs 十 … 十 zx 一 易 知 是 一 一 映射 . 
再 令 
M”= {1, 2，3， -…,k 二 rl1}, 
定义 映射 
g: AMf 的 > 组 全 全 体 > M" 的 ~ 组 合 全 体 
为 
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信人 2 十 1 二 2 十 一 1 
这 里 ,我 们 不 妨 设 
1 过 遇 过 记过 … 扫 机 去 友 ， 
则 有 
ti lb 二 i 一 1<br+i, 
并 且 
1 过 惫 所 页 十 1 二 页 十 2 二 去 如 十 一 1 魏 有 十 一 1， 
因而 {61;6s 十 1 十 2，-… ,如 十 7 一 1} 是 集合 M7 的 7 组合- 由 8g 的 定 
义 :! 易 知 g 是 一 一 上 映射. | 
1 大 十 rr 一 1 
综合 以 上 分 析 ,M 的 组合 数 为 ("|. 
例 5 从 M=fl,2……2} 中 能 够 取出 多 少 个 长 为 > 的 递增 序 
列 a1 sas，"… sar; 使 得 ai4 1 一 a; 宇 s 十 ] (s 守 0; 7 一 1 2 一 上 )， 
在 求解 本 例 之 前 ,我 们 先 看 两 个 特例 : 
(1) 设 n==5,7 二 2,: 二 1, 就 是 取 {1,2,3,4,5} 的 2 组合 ,使 每 
一 2 组 人 台中 的 两 数 相差 至 少 为 2, 有 如 下 6 个 递增 序列 ， 
{1,3}, {1.4}, {1,5}, {2,4}, {2,5}, {3,5}. 
(2) 当 w 王 57 二 3,5 宇 1 时, 仅 有 和 ,3,5) 一 个 递增 序列 . 
下 面 来 求解 一 般 情况 . 
例 5 的 解 设 
Ul CC (2. 3. 3) 
是 从 M 中 取出 的 一 个 序列 ,满足 “: 
2 一 和 之 3 十 1G 一 1 2m7 一 1)， 
构造 新 的 序列 
21， 2 ， Ty [a (2., 3。 4) 
使 
bi =a (GO— ls 0G=1,2,r— 1), 
则 
d= (a 一 4) 一 ss 之 1 
他 一 1 2 一 1)， 
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且 

la =b br 1), 
即 序列 (2. 3. 4) 是 集合 MM 二 {1112.1 yn 一 (r 一 1)s} 的 7 组合 . 反 
之 ,车 给 定 M' 的 + 组 合 {60,5,,…,b,) ,并 假设 已 按 递增 排序 , 今 ae， 
二 十 (1 一 1)s 一 1,2,… ,7 一 1) ,那么 序列 aj,as，… ,a, 就 是 满足 
题 意 的 序列 . 从 而 ,满足 题 意 的 序列 与 M' 的 + 组 合 构 成 一 一 对 应 ， 


共有 | ” i 


特别 地 ,有 
Mb 当 s==0 时 ,所 求 的 序列 总 数 就 是 普通 元 集合 的 + 组 合 


Gi》 当 s 二 1 时 ,相应 的 r 组 合 中 无 相继 数 出 现 , 其 组合 数 为 
ne 


r 


定理 2. 3. 4 多 重 和 集合 M 二 {co .ai，co，a;， ”，co。 qx} 要 


求 avast…yas 至 少 出 现 -- 次 次 的 > 组 合 数 为 | 一 
证 明 在 好 的 > 组 合 中 cyazr:…axs 至 至 少 出 现 一 次 ,所 以 > 之 
点 , 设 (2 Cl9 T2 29 Tk " as} 是 M 满足 定理 条 件 的 任 一 > 组 


合 , 则 有 


Zi 十 ma 十 … 十 zi 一 r， (2. 3. 5) 
且 

zi 1 (= 1,2,..,k). Ca 0 
令 

y=7—1( ih), 
则 | 

Yi 十 知 十 下 十 二 rr 一 此， Cg 

入 

yi00= 1,2,.,k). (2. 3. 8) 
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显然 ,产程 (2.3. 5) 满 足 条 件 (2. 3.6) 的 解 的 个 数 等 于 方程 (2. 3. 7) 
的 非 灸 整数 解 的 个 数 . 由 定理 2. 3. 3 的 证 明知 ,满足 定理 条 件 的 组 
合 数 为 
(Cr 一 上 ) 十 ?= Ve | 
rk | 一 1 
对 于 有 限 重 数 的 多 重 集合 ,其 + 组 合 数 将 在 3. 3 节 中 讲述 ， 
定义 2.3.1 设 集合 了 ={zri,x2,"…' zw} 是 一 个 全 序 集 , 江 过 
这 之 之 Tn; 那么 由 叉 中 的 Wd 个 字母 构成 的 字符 串 zr ti A 内 
要 二 zi 会 … 二 i， 就 称 其 为 了 上 长 度 为 n 的 增 字 . 
例如 , 若 了 = {a,5,c,d}, 且 有 顺序 a 二 56<c<d, 那 么 一 共有 
20 个 由 Y 中 的 3 个 字母 构成 的 增 字 , 它 们 是 
aaa, abb, acce, add, adp abc, uacd, 
uaac, atbd, aad, pbb, bhc, bbd, bce, 
bcd, bad, ccc, red, cad, ddd. 
定理 2, 3, 5 设 集 合 区 二 {2zxayzmy 是 一 全 序 集 , 则 XX 上 


长 度 为 的 增 字 共 有 | ” ”| 个 . 


证 明 令 
XX’ = {C2 ， oO Ty rr OO tr Tn}, 
设 
Ti Ti Te (2. 3.9) 
为 上 一 长 度 为 n 的 增 字 , 则 
{Ti Ti Ti) (2. 3. 10) 


为 双 ' 的 一 个 nn 组 合 . 反 过 来 ,给 定 下 ' 的 一 个 # 组 合 (2. 3.10), 我 
们 将 该 组 合 的 个 元 素 按 增 序 排序 后 再 排列 在 一 起 ,就 构成 六 上 
一 个 长 为 的 增 字 . 所 以 ,XX 上 长 为 的 增 字 的 个 数 等 于 X' 的 nn 
组 合 数 ,为 | ” ”个 . 
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2.4 二 项 式 系 数 


表达 式 | ”| 表示 n 元 集合 的 组合 数 , 它 具 有 许多 很 奇妙 的 
性 质 , 关 于 它 有 着 许多 恒等式 . 由 于 它 出 现在 下 面 所 介绍 的 二 项 式 
定理 中 ,所 以 称 其 为 二 项 式 系数 . 在 进行 算法 分 析 时 ,经 常 要 用 到 
二 项 式 系数 ,因此 有 必要 对 其 熟练 掌握 


在 2.2 节 中 我 们 已 经 介绍 了 | "| ,我 们 知道 有 下 面 的 结论 ， 


GD ("=0 (nn<r 时 ) 
(2) es 1 (x 为 正 整 数 ); 
n 
(3) 隐语 ne eT 


= Dn r+) 


r! 
下 面 我 们 首先 介绍 二 项 式 定理 ,然后 讨论 | ”| 的 基本 性 质 和 
它 所 满足 的 一 些 组 合 恒等式 . 
2.4. 1 二 项 式 定理 


定理 2. 4.1( 二 项 式 定 理 ) 设 "为 一 正 整数 . 则 对 任意 的 
和 3 有 


(1 7 2). 


} 填 7 n--1 7 | 族 - i 
(zy)=y + 人 jz + 人] * 十 


天 ey 
= Ee 和 《2. 4.1) 
r 一 由 


在 证 明 本 定理 之 前 ,我 们 先 展开 两 个 大 家 所 熟知 的 特例 : 
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(1) (十 yy 和 一 (十 3 十 3) 
二 7X? 十 2Xxy 十 Ys 
(2) (TT 十 yy) 二 (XT 十 y)(XT 十 (I 十 3) 
二 十 3x:y 十 3Xy 十 
定理 2. 4. 1 的 证 明 将 
(Ty)" = (TT 十 (I 十 yr(T 十 7) 
z 个 
展开 ,直到 没有 括号 为 止 . 在 展开 时 ,每 个 因子 中 均 可 取 之 或 y,; 因 
而 共有 2" 项 ,这 些 项 都 可 以 写成 x y 《0 夺 r 二 RR) 的 形式 . 我们 可 
以 在 x 个 z 十 y 因子 中 选 出 ~ 个 ,从 这 > 个 因子 中 取 z,' 而 在 另外 
的 x 一 r 个 因子 中 取 y,; 如 此 得 到 xy* 项 ,所 以 x*y" "的 系数 等 于 


x 个 因子 的 组 台数 , 即 ( "| .因此 
Cz + y)" = > '. 


由 | “| 的 组 合意 义 ,限制 wz 均 为 非 负 整数 . 但 从 | ” 
表示 


中 可 以 看 出 , 当 为 非 负 整数 ,n 为 实数 时 ,| ”| 仍 有 意义 . 但 此 时 


它 只 有 解析 意义 ,而 没有 组 合意 义 . 
在 微 积 分 中 ,有 如 下 的 牛顿 二 项 式 定 理 ， 
定理 2. 4. 2 对 一 切实 数 w& 和 ~ (|z|<1), 有 


re 


r 二 0 于 
|S 
r 


的 显 式 


nn Oo 1)…(x—r 1) 


r! 


a 


其 中 
ca 一 1)'*(a—r+1) 


r! 


(2. 4.2) 
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在 以 后 的 章节 中 ,常常 要 用 到 = 一 *” (x 为 非 负 整数 ) 和 a 一 
二 这 两 种 情形 ,这 里 稍 做 -一些 分 析 . 


2 
(1) 当 a= 一 n 时 ,有 
岗 语 一 无 
(sl 
Rn) 到 nr 二 1) 
a 2 
Cy Cn 二 7 一 1) (3 十])7 
ri! 
= (2.4.3) 
r 
从 而 有 


(1 二 72)" 二 >)( 一 Dr tx. 
特别 地 , 当 nn 二 1, 即 «= 一 1 时 ,有 
(1 十 了 ) 一 D(x 
r=0 


(2) 当 “一 计时 ,有 


= (一 DT 本 区 《2. 4. 4) 


2.4.2 二 项 式 系数 的 基本 性 质 


当 nor 均 为 非 负 整数 , 且 n> 时 ,| "| 有 一 些 最 基本 的 性 质 ， 
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(1) 对 称 关 系 


("= 2 (2. 4. 5) 
r 如 一 六 
(2) 递 推 关 系 
| Ws | >r>D; (2. 4. 6) 
(3) 单 峰 性 
当 454 为 偶数 时 ,有 
WEIHESS 3 Pat 3 
当 x 为 亲 数 时 ,有 
n 有 大 
(< 1)< < el et 
n | nn 
a 刀 一 1 全 
性 质 (1) 的 证 明 ” 见 2. 2 节 推 论 2. 2, 1. 
性 质 (2) 的 证 明 方法 1 利用 | "| 的 显 式 表达 式 来 证 明 
好 一] no— 1 
r |+ | 
有 《7 一 1)! 
《一 1 一 7 


(到 一 1)1 
RE 


Ee 


(nC rlr! 
3 
方法 2 利用 | "| 的 组 合意 义 来 证 明 ， 
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7 元 集合 术 三 talyea2y ss 上 的 了 元 子 集 可 以 分 成 两 类 :第 

类 - 元 子 集 含 ol ,第 一 类 > 元 子 集 不 含 wW, 第 一 类 ~ 元 子 集中 的 任 
一 个 去 掉 a 后 ,就 是 4 一 (at} 的 > 一 1 元 子 集 ; 反 过 来 , 任 给 一 个 
一 {Qa} 的 rr 一 1 元 子 集 ,添上 a 后 就 是 4 的 + 元 子 集 . 故 二 者 之 


间 有 一 一 对 应 关系 . 因而 ,第 一 类 元 子 集 共有 | ” ,| 个 . 第 二 类 


+ 元 子 集 就 是 4 一 {41} 的 元 子 集 ,共有 | ”| 个 .所 以 
好 一 】 

人 

由 性 质 (2) 可 得 图 2. 4. 1 所 示 的 著名 的 杨辉 三 角形 . 其 中 , 单 


箭头 表示 数 的 继承 ; 双 箭 头 表示 数 的 相 加 ,此 时 稍 头 位 置 的 数 为 两 
个 箭 尾 位 置 的 数 之 和 ， 


> 
Cr 


图 2. 4.1 
许多 关于 | "| 的 性 质 都 可 以 通过 仔细 考察 杨 钼 三 角形 而 得 


到 , 如 仔细 观察 ,就 不 难 发 现 性 质 (1) 所 介绍 的 对 称 关系 ;将 该 三 角 
形 的 每 行 加 起 来 ,就 可 以 得 到 
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等 等 . 
在 上 述 递 推 关系 中 ,将 换 成 加 十 x,r 换 成 mr, 就 可 得 到 
De [i + 0 a 


由 2.3 节 例 3 知 ,| ”| 是 从 C0,0) 点 到 Cos) 点 的 路 径 数 ,这 些 


路 答 可 以 分 成 两 类 ;一 类 由 (0,0) 点 经 由 Gm 一 1,2) 点 到 达 (xm,n) 
pa I 类 经 由 Cmvn 一 1) 点 到 达 (mvz) 点 , 共 


和 Cnsa) 点 的 路 径 数 等 于 (0,0) 点 


人 艳 (2.4.7) 式 成 
见 图 2. 4. 2?， 


(Qun) (mmO— 1n) men) 


(mn—1) 


(0,0) (2,0) 并 
图 2. 4.2 
反复 地 利用 递 推 关 系 (2.4. 7?, 可 以 得 到 
et 十 二 ne | 
| el ee 


(2. 4.8) 
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等 式 (2. 4. 8) 有 以 下 三 方面 的 组 合意 义 : 

(i) 组 合意 义 ] 如 图 2.4.3 所 示 , 等 式 左 端 相 当 于 从 (0,0) 
点 到 《morn 十) 点 的 路 径 数 ,我 们 将 这 些 路 径 分 成 如 下 的 mw 十 1 类 ， 
第 i (0<i<z) 类 路 径 是 从 (0,0) 点 途径 (rz 点 到 达 ( 人 ,2 十 1) 点 ， 


然后 沿 水 平方 向 直接 走 到 (wm ,xz 十 1) 点 . 而 第 i 类 的 路 径 数 就 是 从 
(0 ,9) 点 到 (fn) 点 的 路 径 数 ,共有 | wy (0S<i<m) 条 . 由 加 法 原 


则 ,等 式 (2. 4. 8) 成 立 ， 


Ge 十 1) (Cm 一 1,n 十 1) 


《0,0) 人 
图 2.4.3 

(ii) 组 合意 义 2 等 式 (2.4.8) 的 左 端 是 mm 十 n 十 1 元 集合 
A= {aia Gms rant 1} 的 Po 组 合 数 ， 它 可 以 分 成 如 下 
记 十 1 类; 

第 (0) 类 : 4 的 闫 组 合 中 不 含 at, 相当 于 从 4-- {a} 中 取 交 组 
合 ,共有 |” "| 个; 

第 (1) 类 : 4 的 m 组 合 中 含 es; 不 含 os, 这 是 由 4 一 feiyey) 的 
m 一 1 组合 再 添上 a 构成 的 ,共有 | +”! | 个， 
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第 (2) 类 ， 让 的 吉 组 人 台中 含 ayeiy econy 有 此 时 只 {atyez， 
eu} 一 个 ,也 可 以 写成 | 了] 个 
(iii》 组 合意 义 3 | ”| 可 以 看 成 多 重 集合 {c 让 


BO a:.z} 的 DL 组 合 数 , 这 些 3 组 合 可 以 分 成 如 下 
m++1 类 
1 十 六 


第 (0) 类 :不合 a 的 有 | ” ”个 ， 
第 (1) 类 : 恰 售 个 a, 这 类 组 合 是 由 {oo ，as, 0o，ass …， 
= ,asj 的 mm 一 1 组合 青 添上 w 构成 的 ,因而 有 | ”个 


nn 
» 


第 (mm) 类 ; 恰 合 m 个 ai, 只 有 一 个 , 即 S| 
性 质 (3) 的 证 明 设 1<k<n, 我 们 考察 , ”| 与 | ”| 之 比 ， 
| nl! 
| 二 
上 nn nl! 
一 1 (nn 一 不 十 101k 一 1)1! 
一 上 十 1 
Sl 


车 为 偶数 , 则 性 为 整数 ,于 是 
G) 若 4< 了 , 则 
n 一 上 十 1 之 nn 一 了 十 1 之 才 之 ， 
所 以 


(ii) 若 有 2 了 十 1, 则 
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一 十 1 委 m 一 [| 肥 十 吉 二 1 一 至 < 忆 
所 以 


(i) 车 4 一 +, 则 


"一 十 1 一 wn 一 十 1 一 人 二 1 一， 
所 以 
n 2 
2 十 1| 一 | 2 一 ]1|; 
2 2 
GD 车 > 全 于, 则 
nk 二 +1<n 1 一 1 
所 以 
了 Fed 
人 
《iii) 车, 则 
nn 一 T1121 > 
所 以 
n | 
Rl 
综合 以 上 分 析 , 性 质 (3) 成 立 . 


2. 4.3 组合 恒等式 
有 关 二 项 式 系数 的 恒等式 至 今 已 发 现 的 就 有 上 千 个 ,而 且 还 
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在 不 断 地 发 展 . 这 些 组 合 恒等式 在 许多 算法 分 析 中 起 着 重要 的 作 
用 ,这 里 给 大 家 介绍 常用 的 儿 个 . 


等 式 1 

We i 
证 明 方法 1 其 组 合意 义 的 证 明 见 定理 2. 2. 4. 
方法 2 在 一 项 式 定理 中 令 * 一 y 一 1 即 可 . 


等 式 2 
人 
(2. 4. 9) 
证 明 方法 1 在 二 项 式 定理 中 令 x 二 一 1,y 二 1, 得 
Ss | 0. (2. 4. 10) 
R=0 


将 (2. 4.10) 式 整理 一 下 即 得 (2. 4. 9) 式 ， 
方法 2 等 式 (2. 4.9) 的 组 合意 义 是 :在 x 个 元 素 的 集合 中 取 
r 组 合 ,r 为 奇数 的 组 合 数目 等 于 > 为 偶数 的 组 合 数目 (包含 0 组 
合 在 内 ). 
下 面 我 们 来 建立 > 为 偶数 的 组 合 与 为 奇数 的 组 合 之 间 的 一 
一 对 应 ,从 而 证 明 (2. 4. 9) 式 .以 4 个 元 素 a,6b,c,d 雹 成 的 集合 的 
一 切 组 合 为 例 ,r 为 奇数 的 组 合 有 
Ce cc abd, acd, bed; 
r 为 偶数 的 组 合 有 
GS, ab, acs ad, bec, bd, cd, abecd. 
其 中 ,名表 示 取 零 个 元 素 的 组 合 . 从 一 个 元 素 的 集合 中 取 > 组合 ， 
r 可 以 有 不 间 的 值 ,但 就 元 素 a 而 言 , 只 有 食 有 元 素 e 和 不 含有 元 
素 a 两 类 , 车 + 为 奇数 的 组 合 中 含有 a, 去 掉 a 便 得 一 个 > 为 偶数 
的 组 合 . 例如 ,abe 去 掉 a 得 be. 若 r 为 奇数 的 组 合 中 不 含有 a, 加 
上 元 素 a 便 构 成 一 个 7 为 偶数 的 组 合 .例如 ,pea 加 上 a 得 abcd. 
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见 表 2. 4. 1 


~ 为 奇数 的 组 合 
六 为 偶数 的 组 合 


等 式 3 
i CT 
证 明 ”对 等 式 


i 
(1 十 xX)” 二 3 
两 边 在 x+ 二 1 处 求 导数 ,得 
(01 十 zj) 本 二 


一 | 


一 12 1， 
(2 0)a) | = 2 


从 而 
1 :| 引 +2， [+ CR [站 = 
等 式 4 
Ibm Cee 

证 明 用 数学 归纳 法 很 容易 证 明 此 结论 , 下面 通过 其 组 合意 
义 来 分 析 其 正确 性 . 

[41 是 +1 元 集合 A 一 {a1,0s，… asyasti)} 的 & 十 1 元 子 
集 的 个 数 ,这 些 子 集 可 以 分 成 如 下 十 1 类 ， 
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第 (0) 类 ; 十 1 元 子 集中 含 ,这 相当 于 4 一 {4a1} 的 元 子 集 
再 加 上 w 构成 4 的 8 十 1 元 了 集 , 共 | | 个 ， 
第 (1) 类 ; 不 含 o 但 含 ws 的 4 十 1 元 子 集 ,共有 | ”| 个 ; 


第 (n) 类 ， 不 会 aivaza*"sas， 但 含 ax+! 的 大 十 1 元 子 集 , 共 有 


[a] 人 
由 加 法 原则 知 
Ma a 
等 式 5 


证 明 | 2] 是 2 元 集合 4 的 组合 数 ,把 集合 4 分 成 两 个 
集合 4 和 4:, 使 14,1=|4:1=n, 则 4 的 元 子 集 可 以 分 成 如 下 
?十 1 类 :从 4 中 选取 i (0 二) 个 元 素 , 从 4* 中 选取 一 个 元 
素 ,将 4 的 ; 个 元 素 与 4。 的 一 ! 个 元 素 并 到 一 起 构成 4 的 第 
类 元 子 集 . 而 第 /类 子 集 的 个 数 为 


[Fell n 


| 


jE [al 0 


一 


由 可 法 原则 ,有 


> j= 一 | pa 
利用 上 面 的 方法 ,可 以 证 明 下 面 更 一 般 的 公式 ; 
JRRe 


恒等式 (2. 4.11) 称 为 Vandermonde 人 恒等式. 


8 (2.4. 11) 


ri 
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等 式 6 
本 


i=0 


证 明 利 用 | 机 的 对 称 性 | | = | tk 和 Vandermonde 恒 


等 式 , 有 | 
ey 4 et oh 


© 
用 


人 
上 
i 


网 加 


~ 


| 
. MM: 人 
Po 
~ 
NS 
| he 
™ 
| 
半生 


| 
SN 
a 
-~ 


nl 


2. 4.4 多 项 式 定理 


当 为 整数 时 ,二 项 式 定 理 给 出 了 (zx 十 y)"” 的 展开 式 , 本 节 我 
们 将 其 推广 到 求 任意 :个 实数 的 和 的 7 次 方 (zi 十 zp 一 … 十 x 的 
展开 式 . 
在 给 出 下 面 的 多 项 式 定 理 之 前 ,我 们 先 来 看 一 个 例子 .将 
(zx 十 zs 十 xi) 的 各 项 展开 并 整理 ,可 以 得 到 
(zi 十 Xz 十 9) 二 十 Xa 十 ?十 37X12Xy 十 3zi27s 
十 3XT1Te 十 37riT 十 3z2 Ty 十 370737 
十 6x1Tata, (2. 4. 12) 
在 (2.4.12) 式 右 端的 和 式 中 ,每 项 都 是 zzz 的 形式 ,这 里 ， 
ons9n43 都 是 非 负 整数 , 目 十 ns 十 #3 二 3. 其 中 ,x1mx2o*%*xa" 的 系 
数 为 
31 


72117z2 17231 
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定理 2.4.3 设 ” 为 正 整 数 , 则 


。 
nn 可 PE 
I ; "二 | jz 1 
(Zi 十 并 十 4 a 
其 中 
| 好 22! 
| | = 人 
，321322 on 72 1 


称 为 多 项 式 系数 ;而 其 中 的 求 和 号 是 对 所 有 满足 六 士 严 十 …… 十 乞 
二 n 的 非 负 整数 序列 n,n2,…,n, 求 和 ， 
证 明 人 先 将 xi 十 zz 十 … 十 xX.)” 写成 4 个 江 十 x 十 … 十 XxX 因 
子 的 乘积 ; - 
人 二 Ya 十 丁力 
一 (xi 十 zz 十 … 十 ze 十 2 十 … 十 工 ) 


个 
现在 我 们 将 其 展开 ,直到 没有 括号 为 止 .内 为 每 个 因子 中 我 们 都 可 
取 Ts yn 中 的 任 一 个 ,所 以 展开 式 共 有 [ 坟 项 , 且 每 项 都 可 以 
写成 xzz*…zw 的 形式 , 要 得 到 这 一 项 ,我 们 应 该 在 个 因子 中 
的 个 里 面 取 ri, 有 | ,| 种 取 法 ;在 剩 下 的 ”一 am 个 因子 中 的 


站 


个 里 面 取 zx:, 有 | ”| 种 取 法 ;……; 最 后 ,在 太一 n 一 (ni 十 十 


… 十 由 个 因子 里 面 取 xz, 有 | ”| 种 取 法 . 
由 乘法 原则 知 ,rinzzs…za 前 的 系数 为 
E> ] | | 

nl 


Ee 
ny ns 


n! 
让 Js 


例 i 展开 (zi 十 za 十 如 十 zs 十 zx ， 则 he 的 系数 为 


7! 本 
210111311! 


例 2 展开 (2x 一 37xs 十 5x3)', 则 Ek 的 系数 为 
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nn 


420. 
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下 面 就 多 项 式 系数 所 满足 的 性 质 作 一 些 说 明 ， 
(1) 在 多 项 式 定 理 中 ,其 右 端 的 求 和 号 中 所 包含 的 项 数 就 是 
方程 


“ 2。 (一 3) "了 一 一 36000. 


十 Rn 十 于 十 坟 二 nn 
的 非 负 整数 解 的 数目 , 即 为 | ”1 ! 


| 项 

例如 ,多 项 式 (zx; 十 Xxz 十 x;)? 的 展开 式 (2.4.12) 中 恰 有 
3 十 3 一 ! 
| a =10 珊 . 


(2) 在 多 项 式 
( 训 二 ZT 十 下士 十 十 十 芭 》 
re ri 


| 2 个 
的 第 一 个 因子 中 先 之 , ;第 二 个 因子 中 选 ,,……, 第 个 因子 中 选 
xi: 则 多 项 式 的 展开 项 ZT Ti 对 应 着 多 重 集合 A= {20 "TI1s 
co ,rz …， co za} 的 一 个 排列 ,并 且 这 个 对 应 显然 是 一 一 的 ， 
所 以 多 项 式 的 展开 式 中 各 项 系数 之 和 恰 为 4 的 x 排列 数 . 
在 多 项 式 定 理 中 , 令 六 | 二 Xx 二"… 二 二 1, 则 有 
Se 


十 ng 二 十 二 ee 
(1) 


它 反 映 的 正 基 个 不 同 的 元 素 的 多 重 集合 {co TI DO T2 '**, 
co* XxX) 的 排列 数 为 直 ， 


2.5 集合 的 分 划 与 第 二 类 Stirling 数 


定义 2.5.1 设 4,4m4: 是 4 的 有 个 子 集 , 若 它们 满足 : 
Ki) A (RTE); 
{iy A; | A=gUli 关 7 了); 

65 


{111) A -= A U AA, UJ ht U A,, 
则 称 {14， ,As，…,A:} 是 A 的 一 个 天 分 划 , 并 记 为 


A=AUAU. UA (2. 5.1) 
称 4 《1 坟 i 才 刀 为 4 的 & 分 划 (2. 5.1) 的 一 个 块 . 
定义 .5.2 “个 元 集合 的 全 部 分 划 的 个 数 叫 做 第 二 类 
Stirling 数 , 记 作 SGn,&). 
例如 ,集合 A4= 们 ,2,3,4} 有 7 个 2 分 划 , 它 们 是 


{1,2,3,4}= {1} UU {2,3,4} 
= {127U 11,34} 
= {3} U {1,2,4} 
= {4} U {1,2,3) 


= {1;2} UU {3.,4)} 
= {1,3} U {2,4} 
= {1,4) U {2,3), 


故 SC4,2) 二 7. 在 A 的 2 分 划 有 A 二 {1,4}) 也 {2,3) 中 , (1,4) 与 {2,3) 
是 该 2 分 划 的 两 个 块 . 

由 Stnsk) 的 定义 易 知 : 

(1) SD =1; 

(2) Sn,n) = 1; 

(3} S(n,k) = 0 (Fk >n). 

Sk) 是 一 个 重要 的 计数 函数 ,对 任何 正 整 数 和 ,SCn,) 
均 有 意义 .下 面 我 们 介绍 Sn,8) 的 一 些 最 基本 的 性 质 . 
”定理 2.5.1 第 二 类 Stirling 数 S(n,h) 满 足 递 推 关系 

Stn 1R) = SR Com 1)+kSn,k) (SEC), 

证 明 SG 十 1,&) 是 集合 4 二 {apyazs" oaran11) 的 上 分 划 的 
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个 数 , 这 些 吉 分 划 可 以 分 成 两 类 ， 

第 (1) 类 : {ci1} 蚌 44 的 龙 分 划 中 的 一 鼎 . 这 时 ,只 需 对 集合 
4 一 {awtt} 讲 行 有 一 1 分 划 , 再 加 上 {a 这 … 块 ,就 构成 了 4 的 
上 分 划 . 因此 ,这 类 分 划 有 SG 一 1 个. 

第 (2) 类 : {as11} 不 是 4 的 直 分 划 中 单独 的 一 块 . 此 时 , 先 构 
造 A 一 {411} 的 分 划 , 共 有 Stn,) 种 方法 . 然后 ,对 于 A 一 {a+11 
的 每 个 分 划 , 将 a,- ,加 到 该 关 分 划 的 个 块 中 的 某 一 块 ,从 而 构 
成 A 的 大 分 划 . 因此 ,由 乘法 原则 ,集合 4 的 此 类 分 划 共 有 
SCn ,kD) 个 . . 

综合 以 上 分 析 , 由 加 法 原则 ,有 

Sn lkR) = Snsk om 1) EkSCn,k). 
定理 2. 5.1 的 证 明 过 程 给 出 了 构造 所 有 &《 分 划 的 方法 . 例如 ， 
集合 行 ,2,3,4,5} 的 2 分 划 数 为 
${(5,2)= S(4,1) + 2 xX S(4,2) 
=1 二 2x7 
= 15， 
因而 它 共 有 15 个 2 分 划 . 

前 面 的 例子 中 已 给 出 了 {人 ,2,3,4}) 的 7 个 2 分 划 , 下 面 根据 定 
理 2. 5.1 的 证 明 办 法 来 构造 行 ,?,3,4,5} 的 15 个 2 分 划 . 

(1) {5} 是 一 块 , 则 只 有 唯一 的 一 个 2 分 划 , 即 


{1,2,3,4,5) = {1,2,3,4 DU {5}; 
(2) {5} 不 是 单独 的 一 块 , 则 5 可 以 加 进 {1,2,3,4} 的 每 一 个 
2 分 划 的 两 个 块 中 的 任 一 块 ,从 而 构成 1{1,2,3,4,5} 的 14 个 不 同 
的 2 分 划 , 即 
4 5 在 第 -一块 中 ,2 分 划 为 


{1,2,3,4,5} = {1,5} UU {2,3,4)} 
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= {3,5} U {1,2,4) 
= {4,5} U {1,2;3} 

{1,2,5} U {3,4}) 
= {1,3,5} U {2,4; 


= {1,4,5)} U (2,3} 
(ii) 5 在 第 二 块 中 ,2 分 划 为 


{1,2,3,4,5}= {1} U {2,3,4,5} 
= {2} U (1,3,4,5} 
= {3} U {1,2,4,5) 
= {4} U {1,2,3,5) 
= {1,2} U {3,4,5) 
= {1,3} U {2,4,5) 
= {1,4} U {2,3,5). 


由 定理 2. 5. 1 中 的 递 推 关系 可 以 计算 出 任何 SCx,#) 的 值 ,将 
其 列 成 表 , 则 与 杨辉 三 角形 类 似 , 见 表 2. 5, 1. 

定理 2.5.2 第 二 类 Stirling 数 SCe,) 满 足下 列 性 质 : 

{1) Sry2) 一 2 一 15 


《2) Snsn— 1)= 
证 明 由 定理 2.5.1 中 的 递 推 关系 ,有 
(1) S(n,2) = Sn m1,1)++ 2S0C— 1,2) 

二 1 十 2[S(n— 2,1) 二 2SCn— 3,2)] 
二 1 十 2 十 4S(n 一 3,2) 
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一 1 十 2 十 2 十 …… 士 229(2,2)》 
== 2 __ 图 
{2) SC(n,n— 1» 
= Sa— 1n—2)+ a 1 1,n—1) 
= Sn — 2n— 3)+ no 2S(n — 2,n— 2) 
二 (nC 一 1) 


二 St2,1) 十 2 十 3 十 -十 (一 1) 


RY 
一 pn 1》 


这 两 个 公式 也 可 以 由 它们 的 组 合意 义 来 解释 : 
(1) S(n,2) 是 xn 元 集合 4= {alaz，…ao) 的 2 分 划 数 . 先 取 
出 es 则 对 于 aryasy ya 每 个 元 素 都 有 了 两 种 选择 , 即 a; (2 所 i 起 
n) 与 a 在 同一 块 里 ,或 者 ai 与 ai 不 在 同一 块 里 ,不 同 的 选择 就 构 
成 了 和 集合 4 的 不 同 的 2 分 划 , 但 这 里 要 排除 掉 42,a;,… :av 都 与 
ai 在 同一 块 中 的 情形 (此 时 不 构成 集合 4 的 2 分 划 ), 由 此 可 知 ,n 
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元 集合 呈 的 2 分 划 数 为 2 一 :一 1， 

(2) Snon 一 1) 是 元 集合 的 w--1 分 划 , 由 于 分 划 中 各 块 是 
非 空 的 ,所 以 每 个 ”一 1 分 划 中 必 有 - 块 为 两 个 元 素 , 其 余 各 块 都 
恰 有 一 个 元 素 . 所 以 ,对 于 元 集合 的 每 个 4 一 1 分 划 , 只 要 确定 了 
有 两 个 元 案 的 那 一 块 ,整个 一 1 分 划 就 确定 了 . 因此 ,S (n,n 一 1) 


就 是 在 ”元 集合 中 选取 2 个 元 素 的 方法 数 ”|， 
定理 2. 5.3 第 二 类 Stirling 数 SG1,) 满 足 
Sok tye: 3 全 


mm 二 一 ] 


证 明 St 十 1,) 是 集合 及 = (aa ,anydrt1} 的 万 分 划 
数 . 对 于 4 的 一 个 分 划 , 设 包含 a4; 的 那 块 为 BB, 则 其 余 的 一 1 
块 构成 了 4 一 B 的 一 个 一 1 分 划 . 反 过 来 ,给 定 4 的 一 个 售 w+ 
的 子 集 B, 若 14 一 B| 之 # 一 1, 则 A 一 B 的 一 个 有 一 1 分 划 加 上 就 
构成 了 4 的 一 个 分 划 . 

综合 以 上 分 析 , 我 们 可 以 如 下 构造 4 的 分 划 ; 先 取 4 的 一 
个 不 会 a+ 的 子 集 C, 使 IC| 守 一 1; 作 出 C 的 一 个 一 1 分 划 , 再 
拼 上 4 一 C, 就 构成 了 4 的 一 个 分 划 . 而 m= iC| 可 以 取 一 1,， 
…,n 这 些 数 , 对 于 确定 的 和 ,从 4 中 取 C, 使 |C|==m 的 方案 有 


?| 种 ;确定 了 CC 之 后 ,C 的 1 分 划 数 为 SCm,% 一 1). 由 加 法 


村 
原则 和 尼 法 原则 ,有 
Sn+t1h)= 人 be 


拘 二 大 一] 


定理 2.5. 3 说 明 在 表 2. 5. 1 中 可 以 通过 左边 一 列 的 数值 来 求 
出 右边 一 列 的 数值 . 例如 


S(5,3) = > 4)sem,2) 


志 一 2 


Sm,k CO— 1). 


SCm, 上 上 一 1)., 


一 fC 让 [sc3,2) + (tjsc,2) 
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=6X1+4X3 二 1xXxX7 
= 25. 
在 2.7 节 中 ,我 们 将 讨论 第 二 类 Stirling 数 SCGx.8) 在 分 配 问 
题 中 的 应 用 . 


2.6 正人 整数 的 分 拆 


粗略 地 说 , 正 整数 的 分 拆 就 是 将 一 个 正 整 数 分 成 几 个 正 整数 
的 和 . 在 本 章 的 前 几 节 中 已 经 看 到 , 某 些 重要 和 式 的 求 和 范围 都 与 
正 整数 的 分 拆 有 联系 ,在 2. 7 节 中 我 们 将 说 明 有 一 类 分 配 问题 就 
是 “分 拆 问题 ” 分 拆 问题 也 是 组 合 论 的 重要 内 容 之 一 ,本 节 我 们 将 
介绍 正 整 数 的 分 拆 的 概念 及 其 一 些 最 基本 的 性 质 ,在 2.? 节 中 再 
将 本 节 的 一 些 结 果 应 用 到 -~ 类 分 配 问 题 . 

定义 2.6.1 下 整数 x 的 一 个 《分 拆 是 把 n 表示 成 个 正 整 
数 的 和 

An 二 十 Nz 十 下 十 nn (之 1) {2. 6.1) 
的 一 种 表示 法 ,其 中 
n>0 (liSk), 

zz; 叫做 该 分 拆 的 分 部 量 . 如 果 表 达 式 (2. 6. 1) 是 无 序 的 ,也 就 是 说 ， 
对 诸 任意 换 位 后 的 表示 法 都 只 视 为 一 种 表示 法 ,这 样 的 分 拆 叫 
做 无 序 分 拆 ,或 简称 为 分 拆 . 反之 , 若 表达 式 (2. 6.1) 是 有 序 的 , 即 
表达 式 (2. 6. 1) 右 边 的 和 不 仅 与 各 项 的 数值 有 关 ,而 且 与 各 项 的 次 
序 有 关 , 不 同 的 次 序 认为 是 不 同 的 表示 法 ,这 样 的 分 拆 叫做 有 序 分 
拆 , 这 时 ,= 叫做 该 有 序 分 拆 的 第 i 个 分 部 量 .x 的 分 拆 的 个 数 称 
为 n 的 分 拆 数 ,n 的 所 有 分 拆 (4 取 遍 白 有 可 能 的 值 ) 的 个 数 称 为 
n 的 分 折 数 . 

例如 : 

4 一 2 十 1 十 1 
二 1 十 2 十 1 
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一 1 十 1 十 2 
是 4 的 所 有 3 个 有 序 3 分 拆 . 在 4 的 第 一 个 有 序 3 分 拆 中 ， 第 1 个 
分 部 量 为 2, 第 2 个 和 第 3 个 分 部 量 均 为 1. 而 

4 一 2 十 1 十 上 
是 4 的 唯一 一 个 3 分 拆 . 


2.6.1 有 序 分 拆 


在 这 一 小 节 中 ,我 们 介绍 = 的 有 序 分 拆 的 计数 公式 ,以 及 在 几 
类 限定 条 件 下 ”的 有 序 分 拆 的 计数 公式 , 
定理 2. 6. 1 正 整 数 的 有 序 | 本 


证 明 正 整数 = 分 成 上 个 分 部 量 的 一 个 有 序 分 拆 
于 一 7 十 ma 十 … 十 下 


等 价 于 方程 
XI 十 XX 十 下 十 TT 二 
的 正 整 数 解 (x1 ,xs,…,m) ,由 2. 3 节 定 理 2.3.4 的 证 明知 , 正 整数 


a 


由 定理 2. 3.4 和 定理 2.6.1 知 , 正 整数 二 的 有 序 & 分 拆 数 等 
于 多 重 集合 M= {co sds oO dz "sO? aux) 的 dil" A 至 
少 出 现 一 次 的 # 组 合 数 , 均 为 |”_]]. 

定理 2.6.2 (1) 正 整 数 n 的 有 序 分 拆 ,要 求 第 i 个 分 部 晤 
大 于 等 于 户 , 其 个 数 为 


[有 | 
£—1 | 
(2) 正 整 数 2n 分 拆 成 & 个 分 部 ,各 分 部 量 都 是 正 偶数 的 有 序 


分 拆 个 数 为 | "一 | 
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(3) 正 整 数 分 成 个 分 部 , 若 n 与 同 为 奇数 或 同 为 偶数 ， 
则 ?的 各 分 部 量 都 是 奇数 的 有 序 分 拆 数 为 


证 明 (1) 设 
二 2 十 2 十 十 (2.6.2) 
是 xr 满 是 条 件 
的 一 个 育 序 上 分 拆 . 令 
y; = nO pp 《likR), 


则 
Sy 守 0 (1 夺 7 达 上)， 
且 满 足 方程 
1 十 和 十 十 和 二 (一 四 ) 二 (Ca 一 六) 十 … 
十 Cn = pi} 
h . 
=n— Dp (2. 6, 4) 
i=1 


好 yj ,yz 是 方程 62.6.4) 的 一 组 非 负 整数 解 . 

反之 , 若 给 定 方程 (2.6. 4) 的 一 组 非 负 整数 解 yy Yis 今 
74 一 六 十 四 《< 委 8) , 则 构成 2 的 一 个 有 序 大分 拆 (2.6.2), 且 满 
足 条 件 (2, 6. 3). 

所 以 ,n 的 满足 条 件 (2. 6.3) 的 有 序 分 拆 与 方程 (2.6. 4) 的 
非 负 整数 解 之 间 构 成 一 一 对 应 . 由 定理 2. 3. 3 的 证 明知 ,其 个 数 为 


一 1 
(2) 设 22 的 一 个 有 序 有 分 拆 
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满足 条 件 - 
zi 为 偶数 (1 二 i 守 衣 )， (2, 6. 5) 
令 y 一 了 (1&ih), 则 有 
n= 二 yy 二 十 十 Yi， 
即 yo%" sy 是 的 一 个 有 序 & 分 拆 . 
反之 , 设 Vr Yr Ye 是 nn 的 一 个 有 序 天 分 拆 , 令 Zi = 2Y; 
(17) , 则 myzawz 是 2 的 一 个 满足 条 件 (2. 6.5) 的 有 序 
友 分 拆 . 
所 以 ,2n 满足 条 件 (2. 6. 5) 的 有 序 & 分 拆 数 等 于 nw 的 有 序 


分 拆 数 ,为 | 一] |， 
《3) 的 各 分 部 量 为 奇数 的 分 拆 
攻 二 3 十 ?2 十 … 十 下 
与 4 一 下 的 各 分 部 量 为 偶数 的 分 拆 
站 一 天 一 (一 1) 二 (一 1 十 … 十 (有 一 1) 
Cn 一 1 (1 坟 i 二 8) 为 偶数 ) 显 然 构 成 一 一 对 应 . 由 (2) 知 ,n 的 各 分 
部 量 为 奇数 的 分 拆 数 为 
2 . 
A—l 


定理 2. 6. 2 给 出 了 几 种 不 同 限 定 条 件 下 的 有 序 分 拆 数 . 
2.5. 2 无 序 分 拆 


我 们 用 B(n,k) 来 表示 的 分 折 的 个 数 ,用 B(xn) 表 示 的 
所 有 分 拆 的 个 数 , 则 显然 有 

(1) Bnsk) = 0 (k > n); 

(2) Bln) = Sy 


nt 的 丰 分 拆 中 ,各 分 部 革 的 次 序 无 关 紧 要 ,一 般 按 递 降 顺 序 排 
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列 .大 
只 一 7 十 1 十 一 3 
则 
nl 站 三 
如 果 在 的 分 拆 中 有 个 分 部 量 为 2 (所 7? 寺 n) ,那么 可 以 把 该 
分 拆 记 为 
nn 二 记 ，] 十 六 “2 十 … 十 1， 
有 时 也 记 为 
nn 一 12 各 
例如 ,8(9,5)==5， 9 的 所 有 5 分 拆 为 : 
9 二 5 十 1 十 1 十 1 十 1 二 1:5 十 4.1 
二 4 十 2 十 1 十 1 十 1 一 11.4 十 1.2 十 3。1 
二 3 十 3 十 1 二 1 十 1 一 2.，3 十 3.*1 
三 3 十 2 十 2 十 1 十 1 二 1*:3 十 2.2 十 2*1 
一 2 十 2 十 2 十 2 十 1 一 4.2 十 1，1， 
表 2.6.1 列 出 了 当 n==1,2,3,4,5 时 的 所 有 上 分 折 (1 所 
ny), 


表 2.6.1 分 拆 表 

大 

1 2 3 1 5 

a 

1 1 
2 2 1s 
3 3 12 1 
4 4 13, 2° 1:2 1 
5 5 14, 23 123，122 132 15 


定理 2.6.3 x 的 分 拆 数 Be) 满足 递 推 关系 
Bln + kk) = Blnsl) + Ba,2) 十 … Bln,k) 
(2. 6. 6) 
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Ba,1) = 1, B{n,n) = 1. (2.£,7) 

证 明 由 Bln,#) 的 定义 易 知 等 式 (2. 6. 7) 成 立 , 于 面 证 明 递 
推 关 系 (2. 6. 6), 为 此 ,我 们 考虑 分 成 至 多 上 个 分 部 的 分 拆 ,这 样 
的 分 拆 总 数 为 

B{ln,y1) + Blny2) 二 "+ Bln,k), 

n 的 每 个 分 成 至 多 上 个 分 部 的 分 拆 可 表示 为 

2 一 ji 十 zz 十 十 ?ro 十 0 十 和 十 0D， 
这 个 和 式 中 包含 天 项 ,并 且 

玉宇 1 (1 
我 们 将 的 这 个 mx 分 拆 上 映射 到 nn 十 的 分 拆 如 下 ; 

玉 十 下 二 人 十 让 十 十 0 十 十 x5 十 1) 
十 1 十 "… 十 1， 

该 和 式 中 包含 上 项 ,并 且 

十 1 守 p 十 1 之 下 宇 2m 十 1 之 2. 

设 上 面 确定 的 映射 为 1, 因 为 不 同 的 有 分 为 至 多 上 个 分 部 的 
分 拆 对 应 着 十 k 不 同 的 天 分 拆 ,所 以 了 是 单 射 . 又 因为 每 个 十 & 
的 分 拆 

允 十 下 一 彤 十 和 十 十 去 
在 作用 于 的 原 像 是 每 个 上 (1 委 i 委 4) 减 去 1, 再 保留 不 为 零 的 那 
些 项 而 得 到 的 的 一 个 分 部 数 至 多 为 二 的 分 拆 , 所 以 上 是 满 射 . 因 
此 ,了 是 一 一 映射 ,于 是 有 
Bn t+ kk) = Btnsl) + Blns2) + + Blnk). 

定理 2.6.3 提供 了 对 B(xn,k) 逐 行 递 推 的 计算 方法 , 见 表 

2. 6. 2. 例如 ， 
BC9,5)= B(4,1) + B(4,2) + BO4,3) 
二 BC(4,4) 十 B(4,5) 
二 1 十 2 十 1 十 1 十 0 
二 5, 
例 1 正 整 数 ” 的 2 分 拆 数 为 
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用 


gn.2) = | 各 |. 


其 中 ,| 二 | 表 示 小 于 等 于 名 的 最 大 整数 . 
衣 2.6-2 


证 明 设 n 的 2 分 拆 为 
下 一 3 十 1 《2 2 nn ). 


m1 之 ns, 所 以 吉 愉 能 取 1,2,…,| 至 | 中 的 任 一 个 , 故 


Bns2) = | 


2.6.3 分 拆 的 Ferrers 


.研究 分 拆 数 性 质 的 一 种 简单 有 效 的 组 合 手段 就 是 Ferrers 

图 . 设 的 一 个 分 折 为 
Rn 二 十 和 十 下 十 PR (RL 字 抽 之 这 2)，(2. 8.8) 
我 们 在 一 条 水 平 直线 上 画 个 点 ,在 其 下 面 一 条 直线 上 画 ;个 
点 , 且 使 这 两 条 直线 上 的 第 一 个 点 在 同一 条 竖 线 上 ,其 他 点 依次 与 
上 一 行 的 点 对 齐 : 依 此 类 推 , 最 后 在 第 & 条 直线 上 画 ni 个 点 ,第 一 
个 点 与 前 面 各 行 的 第 一 个 点 均 在 同一 条 竖 线 上 ,其 他 点 依次 与 上 
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面 各 行 的 点 对 齐 . 这 样 得 到 的 点 阵 图 叫做 ”的 上 分 拆 (2. 6.8) 的 
Ferrers 图 . 

例如 ,15 的 4 分 拆 
15 一 5 十 5 十 3 十 2 (2, 6.9) 
的 Ferrers 图 如 图 2. 6. 1 所 示 . 


本 


图 2. 6.1 
反 过 来 ,对 于 # 的 一 个 Ferrers 图 ,又 可 按 上 述 规 则 对 应 于 
的 唯一 的 一 个 分 拆 . 所 以 ,n 的 分 拆 同 它 的 Ferrers 图 之 间 是 一 一 
对 应 的 . 
把 一 个 Ferrers 图 的 各 行 改 成 列 , 但 其 相对 位 置 不 变 ,这 样 又 
得 到 一 个 Ferrers 图 ,叫做 原 Ferrers 图 的 共 轿 图 . 例如 ,图 2.6.1 
对 应 的 共 轿 图 是 图 2. 6. 2， 


图 2. 6.2 

共犯 Ferrers 图 所 对 应 的 分 拆 叫做 原 分 拆 的 共犯 分 拆 , 例如 ， 

图 2. 6.2 对 应 的 分 拆 
ey {2. 6. 10) 

是 分 拆 (2. 6. 9) 的 其 轿 分 拆 . 若 的 一 个 分 拆 与 其 共 轿 分 拆 相同 ， 
则 该 分 拆 称 为 ” 的 自 共 斩 分 拆 ， 

从 分 拆 的 Ferrers 图 可 以 证 明 以 下 一 些 定理 . 

定理 2.6.4 的 分 拆 的 个 数 等 于 的 最 大 分 部 量 为 的 
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分 拆 数 . 

证 明 上 面 定义 的 分 拆 的 共 颖 运算 是 一 个 鼎 射 , 它 将 1 的 最 
大 分 部 量 为 的 分 拆 映 射 到 的 分 折 . 例如 ,分 拆 (2.6.9) 是 15 
的 最 大 分 部 量 为 5 的 分 拆 , 其 共 辆 分 拆 (2. 6. 10) 是 15 的 一 个 5 分 
拆 . 并 且 这 个 映射 显然 是 一 一 的 ,所 以 两 者 相等 . 

定理 2.6.5 2 的 自 共 力 分 拆 的 个 数 等 于 = 的 各 分 部 量 都 是 
奇数 县 两 两 不 等 的 分 拆 的 个 数 . 

证 明 为 了 证 明 这 个 性 质 ,我 们 将 借助 于 Ferrers 图 建立 一 
个 二 的 各 分 部 量 为 奇数 旦 两 两 不 等 的 分 拆 到 ” 的 自 共 斩 分 拆 之 提 
的 一 一 对 应 . 

设 % 的 一 个 分 部 量 为 奇数 且 两 两 不 等 的 分 拆 为 

72 三 (241 十 了) 十 (222 十 1 十 十 (2 十 1)， 
《2.6.11) 
其 中 
HN > nn 0. 
由 x 的 分 拆 (2. 6.11), 我 们 构造 x 的 一 个 自 共 办 分 拆 的 Ferrers 
图 . 在 第 1 行 与 第 1 列 都 画 思 十 1 个 点 ,共有 2 十 1 个 点 ; 画 完 第 
1 行 和 第 1 列 后 ,在 第 2 行 与 第 2 列 再 各 画 ns 十 1 个 点 , 共 2ns 十 1 
个 点 ,此 时 ,第 2 行 与 第 2 列 中 加 上 第 1 行 与 第 1 列 已 画 的 点 ,都 
已 有 十 2 个 点 ;……; 在 第 行 与 第 & 列 再 画 nn 十 1 个 点 , 共 
2a4 十 1 个 点 . 因为 坟 之 ns 之 … 之 nn; 所 以 如 此 和 画 出 的 个 点 的 点 阵 
图 的 每 一 行 都 不 比 下 一 行 的 点 数 少 ,因而 是 = 的 一 个 分 拆 的 
Ferrers 图 . 且 由 上 面 的 构造 法 知 ,该 Ferrers 图 是 对 称 的 ,所 以 其 
对 应 的 分 拆 是 自 共 筑 的 . 例如 ,用 上 述 方 法 由 分 拆 
17= 二 9 十 5 十 3 
二 《2:4 十 了 十 (2:2 十 1 十 (2:1 十 1) 
构造 的 Ferrers 图 如 图 2. 6. 3 所 示 , 对 应 的 自 共 斩 分 拆 为 
17 二 5 十 4 十 4 十 3 十 1， 
显然 ,上 面 建立 的 x 的 分 部 量 为 奇数 旦 两 两 不 等 的 分 拆 与 
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的 自 共 辊 分 拆 之 间 的 对 应 关系 是 一 一 的 ,所 以 定理 的 结论 成 立 . 


. . » . 


三 bd * bd “ ba 


站 十 ， 二 。 
2.6.3 
定理 2. 6.6 的 分 部 量 两 两 不 等 的 分 拆 的 个 数 等 于 的 各 
分 部 量 都 是 奇数 的 分 拆 的 个 数 ， 


证 明 证 明 的 方法 还 是 建立 定理 中 提 及 的 两 类 不 同 的 分 拆 之 
间 的 一 一 对 应 . | 
在 一 个 的 各 分 部 量 为 奇数 的 分 拆 中 ,假设 数 24 十 1 出 现 产 
次 ,我 们 将 p 写成 2 的 突 次 和 的 形式 ， 
户 二 名 十 2 十 于 六 这)， 
则 这 种 表示 法 是 唯一 的 . 我 们 将 n 的 这 个 分 拆 的 Ferrers 图 中 这 
(2k 十 1) 个 小 点 按 下 列 方 法 重 排 :各行 的 小 点 数 分 别 为 
28 十 1)。22 (站 十 1)，22. 如 此 将 原来 那个 分 拆 的 Ferrers 
图 中 所 有 的 点 重 排 了 一 次 , 然后 表 将 各 行 按 小 点 数 递 减 的 顺序 排 
列 ,就 得 到 ”的 另 一 个 分 拆 的 Ferrers 图 . 
例如 ,分 拆 
24 二 2，5 十 3*3 十 5*1 
的 Ferrers 图 如 图 2. 6. 4 所 示 . 我 们 将 重复 数 2,3,5 分 别 写成 2 的 
短 次 和 的 形式 : 
2 一 2 全， 
3 二 21 十 2°， 
5 一 2 十 2?， 
则 由 上 述 方法 构造 出 的 新 Ferrers 图 如 图 2. 6.5 所 示 , 它 所 对 应 
的 24 的 分 拆 为 
24 一 10 十 6 十 4 十 3 十 1. 
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在 新 的 Ferrers 图 中 ,各 行 的 点 数 为 (2 十 1)，2 的 形式 .在 
各 行 点 数 的 表达 式 (2k 十 1) .2 中 ,参数 六 和 :i 中 必 有 一 个 不 同 ， 
所 以 各 行 的 点 数 互 不 相同 ,因而 它 所 对 应 的 分 拆 的 各 分 部 量 不 同 . 


(. 0 | 2: x5= 10 
{: | 2 Xx3=6 
{- » »} 2X3=3 
l 22 X1i=4 
{°) 2X1=1 
图 2. 6.4 
图 2. #.5 


如 上 建立 了 两 类 分 拆 之 间 的 一 一 对 应 . 事实 上 , 任 一 自然 数 表 
示 成 2 的 每 次 和 的 形式 是 唯一 的 ,从 而 上 面 建立 的 映射 是 单 射 . 另 
外 ,上 面 构造 新 的 Ferrers 图 的 方法 显然 是 可 道 的 ,所 以 上 面 的 映 
射 是 满 射 ， | 

综合 以 上 分 析 ,n 的 分 部 量 两 两 不 等 的 分 拆 的 个 数 等 于 x 的 
分 部 量 都 是 奇数 的 分 拆 的 个 数 ， 

例 2 ”的 最 小 分 部 量 为 I 的 上 分 拆 数 等 于 = 一 I 的 & 一 1 分 
拆 数 . 
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证 明 设 x 的 一 个 最 小 分 部 量 为 1 的 分析 为 

RR 一 十 Ri 十 一 十 ns 1 十 1， (2. 6. 12) 

则 显然 
天 一 下 三 1 十 zzz 十 …… 十 和 -1 (2. 6.13) 

是 2 一 1] 的 一 个 有 一 1 分 拆 . 上 面 显然 构造 了 ,个 从 的 最 小 分 部 

基 为 1 的 大 分 拆 到 ”一 1 的 有 一 1 分 拆 之 间 的 -一 对 应 ,所 以 此 两 

类 分 拆 数 相 等 ， 


2.7 分 配 问 题 


所 谓 分 配 问 题 ,粗略 地 说 ,就 是 把 一 些 球 放 入 一 些 盒子 中 的 放 
法 问题 . 本 节 中 ,我们 将 把 本 章 前 风 节 所 讨论 的 各 类 计数 问题 的 结 
果 应 用 到 分 配 问题 上 ,得 到 不 同类 型 的 分 配 问题 的 分 配方 案 数 . 

把 个 球 分 放 到 7 个 盒子 里 ,共有 多 少 种 不 同 的 方案 ?本 节 中 
我 们 假定 球 在 盒 内 是 无 序 的 ,但 我 们 要 考虑 以 下 三 个 方面 的 因素 ， 

0) xn 个 球 是 完全 相同 的 还 是 完全 不 同 的 ， 

(ii) ” 个 盒子 是 完全 相同 的 还 是 完全 不 邮 的 ; 

(iii) 是 否 允 许 有 空 盒 ， 

下 面 我 们 来 分 类 讨论 ， 

(1) 把 个 完全 不 同 的 球 放 入 7 个 不 同 的 盒子 里 , 允许 有 空 
盒 的 方案 数 为 7. 

将 个 不 同 的 球 分 别 记 为 zi ,zz，… ,x,sr 个 不 同 的 盒子 分 别 
记 为 bliss ,ob. 每 个 球 i 《1 委 z 委 7) 都 可 以 放 人 7 个 不 同 的 盒子 
5b;《1 伟 7 志 7) 中 的 任 一 个 , 即 每 个 球 都 有 + 种 不 同 的 放 法 ,办 而 > 
个 不 向 的 球 共有 x" 种 放 法 ， 

事实 上 ,这 个 问题 可 以 看 成 = 个 不 同 的 盒子 所 构成 的 多 重 集 
a af 一 (ce 。 bls O00 rr oo “的 元 排列 | 向 题 . 对 于 M 的 一 
个 半 排 列 , 我 们 将 其 映射 到 zi zi,… ,zs 放 入 抽 ,62,…, 刀 中 的 一 
种 方案 , 苦 该 排列 的 第 :个 位 置 是 九 (1 才 in), 则 将 球 zx; 放 入 
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盒子 已 中 . 

例如 ,有 4 个 不 同 的 球 ziyzzyrzrsyzs 和 3 个 不 同 的 盒子 2 2， 
2 对 应 于 1 ={fco 与 ， oo0+b，o0o，bs}) 的 4 排列 

BiBpzBstp) 

的 放 法 是 六 1 和 Ls 放 在 盒子 bl 中 ,xz， 和 3 放 在 盒子 bs 中 . 

上 面 建立 的 喘 射 显然 是 一 一 映射 ,所 以 此 类 分 配方 案 数 等 于 
多 重 集合 M=loor bl oo bs oo 六) 的 排列 数 扩 ， 

《2) 把 个 完全 不 同 的 球 放 入 r 个 不 则 的 盒子 里 ,不 允许 有 
空 盒 的 方案 数 为 715 (nr)， 

先 认为 盒子 是 完全 相同 的 ,把 n 个 球 构成 的 集合 

A= {zi,T2r ,Ta} 
划分 成 = 个 非 空子 集 4 ,4,,… ,A,, 即 
A=A UA.U .U4,, 

然后 将 每 个 4: (1 志 i 志 7) 放 入 一 个 盒子 里 ,构成 一 个 没有 空 盒 的 
分 配方 案 . 这 里 ,41, 4;,…,A, 是 4 的 一 个 r+ 分 划 , 其 方案 数 为 
Stn,7). 而 这 里 r+ 个 盒子 是 完全 不 同 的 ,所 以 ,4 的 > 个 子 集 的 不 
同 排列 构成 的 分 配方 案 是 不 同 的 . 由 此 可 知 ,x 个 不 同 的 球 放 入 7 
个 不 同 的 盒子 里 ,不 允许 有 空 盒 的 方案 数 为 -13(z,r). 

(3) 把 = 个 完全 不 同 的 球 放 入 > 个 相同 的 盒子 里 ,不 允许 有 
空 盒 的 方案 数 为 SC(n,r)， 

由 C2) 的 分 析 知 ,此 类 分 配方 案 数 为 S(n,r). 

(4 把 x 个 完全 不 同 的 球 放 入 7 个 相同 的 盒子 里 ,允许 有 空 
盒 的 方案 数 为 5 ni). 

对 于 个 不 间 的 球 放 入 r 个 相同 的 盒子 里 并 允许 有 空 盒 的 一 
种 放 法 , 设 有 i (1 所 i&r) 个 盒子 不 空 ,而 另外 7 一 i 个 盒子 为 空 ,这 
就 相当 于 将 个 不 同 的 球 放 入 i 个 相同 的 盒子 里 ,并 不 允许 有 空 
盒 的 一 种 放 法 . 由 加 法 不 则 及 (3) 知 ,分 配方 案 数 为 
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Ps 
《5) 把 个 相同 的 球 放 入 7 个 相同 的 盒子 里 ,不 允许 有 空 盒 
的 方案 数 为 BC(n,7). 
这 个 问题 相当 于 将 整数 进行 7 分 拆 ,方案 数 为 B(rzsr)， 
(6) 把 ww 个 相同 的 球 放 入 7 个 相同 的 盒子 里 ,允许 有 空 盒 的 


方案 数 为 > BC.). 
类 似 于 (4), 由 (5) 知 这 个 问题 相当 于 整数 的 不 大 于 + 的 所 


有 分 拆 数 , 即 为 2B0, i), 

(7) 把 个 相同 的 球 放 入 个 完全 不 同 的 盒子 里 ,允许 有 空 
使 的 方案 数 为 | ” “1 |， 

这 个 同 题 相当 于 求 方 和 

TI 十 十 弄 十 工 二 2 

的 非 负 整数 解 的 个 数 . 对 应 于 该 方程 的 一 组 解 x, ,zs，…,z,, 相 当 
于 将 zi 个 球 放 入 第 1 个 盒子 里 ,将 mm 个 球 放 入 第 2 个 盒子 里 ， 
ee ,将 六 个 球 放 入 第 > 个 盒子 里 .所 以 ,总 的 分 配方 案 数 为 
| 


n 


设 r 个 不 同 的 盒子 分 别 为 B,52,… ,6.; 则 这 个 问题 也 相当 于 
求 多 重 集 合 M= {6 ob "oo. B.} 的 3 组 合 数 . 对 于 
M 的 一 个 组合 ,我 们 将 其 映射 到 个 球 放 入 r 个 盒子 里 的 一 种 
放 法 : 若 该 组 合 中 有 二 个 六 ,就 将 ” 个 球 放 入 六 中 (1<i 委 =). 上 
面 的 映射 显然 是 一 一 映射 ,所 以 ,此 类 分 配方 案 数 等 于 MM 的 x 组 
合 数 [11]. 


(8) 把 个 相同 的 球 放 入 个 完全 不 同 的 盒子 里 ,不 允许 有 
空 僵 的 方案 数 为 | ”|. 
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类 似 于 (7), 这 里 要 求 的 是 方程 
十 TXT 十 十 TT 二 x (2.7.1) 


1 
事实 上 ,方程 (2. 7. 1) 的 一 个 正 整 数 解 也 就 是 正 整数 ”的 一 个 
有 序 * 分 拆 ,由 定理 2.6. 1 知 ,其 个 数 为 | ”1 ， 
综合 上 述 分 析 , 我 们 得 到 各 种 情形 下 的 分 配方 案 数 , 见 表 
2.7. 1. 


的 正 整 数 解 的 个 数 . 由 定理 2. 3. 4 的 证 明知 ,其 个 数 为 | ”一 1 | 


表 2.7. 1 分 配方 案 数 表 
2 个 球 r 个 盒子 | 是否 允许 有 空 盒 | 分 配方 案 数 


不 同 不 同 不 允许 dane 
不 同 相同 允许 Psi 
不 同 相同 不 允许 Be 
相同 不 同 多 许 [人 
相同 不 同 不 允许 wa 
相同 相同 多 许 Dan. 
相同 相同 Bln,r) 

下 面 介绍 几 个 有 关 分 配 问 题 的 例子 . 


例 1 打 桥 牌 时 ,52 张 牌 分 发 给 4 个 人 ,每 人 13 张 , 问 每 人 有 
一 张 4 的 概率 有 和 多少 ? 
解 ”首先 给 4 个 人 每 人 发 一 张 4A, 然后 再 将 剩 下 的 48 张 牌 分 
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给 4 个 人 , 这 里 将 人 看 成 盒子 ,把 牌 看 成 球 , 但 这 里 的 问题 与 (1)， 
《2) 不 同 , 要 求 了 每 个 盒子 里 放 入 球 的 数 日 ,所 以 不 能 机 械 地 套用 
(1), (2) 中 的 公式 . 正确 的 做 法 是 先 从 48 张 牌 中 选 出 12 张 给 第 一 
个 人 ,再 从 猎 下 的 36 张 牌 中 选 出 12 张 给 第 二 个 人 ,依次 下 去 . 所 
以 ,将 48 张 牌 分 给 4 个 人 的 方法 数 为 


48| 
121121121121!" 
每 入 发 一 张 4 的 方法 数 为 4!, 从 而 每 人 有 一 张 4 的 方法 数 为 


, _481 
(121)" 


而 每 人 有 13 张 牌 的 方法 数 为 -2457, 由 此 可 知 ,每 人 有 一 张 4 的 
概率 为 
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{131)* .48! » 4! 
(121)* » 521 
例 2 《〈z 十 y 十 z)# 的 展开 式 有 多少 项 ? 
解 (zx 十 y 十 z)* 的 展开 式 中 的 每 一 项 都 是 4 次 方 ,相当 于 将 
4 个 无 区 别 的 球 放 入 3 个 有 标志 的 盒子 r,y,z 里 ,每 个 盒子 中 放 
进 的 球 不 加 限制 . 
例如 ,zx! 相当 于 将 4 个 球 都 放 进 盒子 x 中 ,盒子 y,z 为 空 ; 
x'yz 相当 于 将 2 个 球 放 进 盒子 z 中 ,盒子 y,z 中 各 放 进 一 个 球 . 
所 以 ,r= 二 4 ,n= 二 3, 项 数 


[全 和- 全- 


A 10.55%. 


这 15 项 分 别 为 
- ZX, Ty 3 TY, 
Zi, LY, XE TY TY, 
yl, Ye, ZYy, ys, zt, 
例 3 会 议 室 中 有 22 十 1 个 座位 , 现 摆 成 3 排 ,要 求 任何 两 排 
的 座位 数 都 要 占 大 多 数 . 问 有 多 少 种 摆 法 ? 
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解 ” 这 个 问题 祖 当 于 把 2 十 1 个 完全 相同 的 球 分 配 到 3 个 不 

同 的 盒子 里 ,如 果 没 有 附加 限制 ,应 该 有 
| 
22 十 ] 
种 方案 . 不 符合 题 意 的 捍 法 的 特征 是 有 一 排 至 少 有 = 十 1 个 座位 ， 
这 相当 于 将 十 1 个 座位 先 放 到 3 排 中 的 某 一 排 ,再 将 番 焉 的 
《2z 十 1 一 人 z 十 1) 一 2 个 座位 任意 分 到 3 排 中 ,这 种 摆 法 共有 
| 
(2z 十 1) 一 (人 2 十 1) 2 
种 方案 . 因此 ,符合 题 意 的 搜 法 有 
(| +2)- | 


3* 


种 方案 . 
本 例 中 ,如 果 将 座位 总 数 改 为 2n, 如 上 ,没有 附加 限制 条 件 的 
摆 法 有 
(0 
种 . 不 符合 题 意 的 摆 法 的 特征 是 某 一 排 最 少 有 个 座位 ,如 上 , 某 
一 排 最 少 有 nn 个 座位 的 摆 法 有 
22 一 其 十 "| 二 
2n7—n 
种 .但 (0,mz) ,nn,0,n), (n,n,0) 这 3 种 方案 中 都 有 两 排 的 座位 不 
> 于 2 所 以 在 (2.7. 2) 的 计数 中 ,这 3 种 方案 中 的 每 一 个 都 在 相 
应 的 两 排 中 各 计算 了 一 次 . 所以, 不合 题 意 的 摆 法 有 
i 十 "| _3 


3 ， (2, 7 2) 


| 
2 


3. 
种 ,符合 题 意 的 摆 法 有 
人 
种 . 
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例 4 把 4 个 相同 的 桔子 和 6 个 不 同 的 划 果 放 到 5 个 不 同 的 
盒子 里 , 问 每 个 盒子 里 有 2 个 水 果 的 概率 有 多 大 ? 
解 把 4 个 相同 的 桔子 放 入 5 个 不 同 的 盒子 里 有 


| 全 中 = | 引种 方法 ,把 6 个 不 同 的 茧 困 放 入 5 个 不 同 的 盒子 


里 有 5 种 方法 ,总 共有 | | .5° 种 分 配方 法 . 
每 个 盒子 里 有 2 个 水 果 , 有 如 下 几 种 情况 ， 
(1)〈 苹 苹 )( 革 蕴 )( 芋 于 )( 酝 桂 )( 桔 桔 》 
先 从 5 个 不 同 的 盒子 中 选 出 2 个 放 桔子 ,因为 桔子 是 相同 的 ， 
只 要 简单 地 一 个 盒子 里 放 2 个 即 可 . 剩 下 的 3 个 不 同 的 盒子 放 6 
个 不 同 的 苹果 . 此 类 放 法 共有 
(2| ee 
2) 212121 
种 . 
(11) ( 苹 苹 )( 苹 芝 )( 村 本)( 苹 村 )( 苹 档 ) 
先 从 5 个 不 同 的 盒子 里 选 出 1 个 放 2 个 档 子 ,再 从 剩 下 的 4 
个 不 同 的 盒子 中 选 出 2 个 各 放 1 个 桔子 . 剩 下 6 个 蕴 果 放 入 4 个 
不 同 的 盒子 里 ,这 4 个 盒子 里 苹果 的 数量 分 别 为 2 个 .2 个 .1 个 .1 


个 . 所 以 ,共有 
中 
种 方案 . 


(tii)《 苹 苹 )( 苹 本)( 苹 村 )( 苹 桔 )( 苹 桔 ) 
与 (让 ) 类 似 ,方法 数 为 
-a 
4 上】 21(11)* 
综合 上 述 分 析 ,每 个 盒子 里 有 2 个 水 果 的 概率 为 
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习 是 


1. 计算 501 的 足 部 有 多 少 个 替 ? 

2. 比 5400 大 的 四 位 整数 中 :数字 2,7 不 出 现 , 且 各 位 数字 不 
同 的 整数 有 多 少 个 ? 

3. 12 个 人 困 坐 在 圆桌 雳 ,其 中 一 个 拒绝 与 另 一 个 相 邻 , 问 有 
多 少 各 安排 方法 ? 

4， 有 颜 多 不 同 的 四 增 灯 . 

(1)》 把 它们 按 不 同 的 次 序 全 部 挂 在 灯 杆 上 表示 信号 ,共有 多 
少 种 不 同 的 信号 ? 

(2) 每 次 使 用 一 歼 、 二 部 、 三 盘 或 四 瘟 灯 按 一 定 的 次 序 持 在 灯 
村 上 表示 信号 ,共有 多 少 种 不 同 的 信号 ? 

(3) 在 (2) 中 ,如 果 信 号 与 灯 的 次 序 无 关 , 共 有 多 少 种 不 同 的 
信号 ? 

5. 现 有 100 件 产品 ,从 其 中 任意 抽出 3 件 . 

(1) 共有 多 少 种 柏 法 ? 

(2) 如果 100 件 产品 中 有 2 件 次 品 , 相 出 的 产品 中 至 少 有 1 
件 次 品 的 概率 是 区 少 ? 

(3) 如 果 100 件 产品 中 有 2 件 奖品 ,抽出 的 产品 中 恰好 有 1 
件 是 次 品 的 概率 是 多 少 ? 

6. 把 g 个 负 号 和 卢 个 正 号 排 在 一 条 直线 上 ,使 得 没有 两 个 站 
号 相 才 ,证 明 不 同 的 排 法 有 | 了， | 种 

7. 8 个 棋子 天 小 相同 ,其 中 5 个 红 的 ,3 个 蓝 的 . 把 它们 放 在 


8X8 的 棋 瘟 上 ,每 行 . 每 列 只 放 一 个 , 问 有 多 少 种 放 法 ? 若 放 在 
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12X12 的 棋 瘟 上 ,结果 如 何 ? 

8. 有 纪念 说 4 枚 ,纪念 册 6 本 ,赠送 给 10 位 同学 ,每 人 得 一 
件 , 共 有 多 少 种 不 同 的 送 法 ? 

9. (1) 从 整数 1,2,…,100 中 和 渴 出 两 个 数 ,使 得 它们 的 差 正好 
是 7, 有 多 少 种 不 同 的 选 法 ? 

(2) 如 果 杰 求 选 出 的 两 个 数 之 差 小 于 等 于 7, 又 有 多少 种 不 同 
的 选 法 ? 

10. 试 求 不 定 方程 Tz 十 Tz 十 "十 Ze 二 40 满足 zi 之 i (i 二 1,2， 
…*,8) 的 整数 解 的 个 数 ? 

11. 在 一 次 选举 中 ,甲乙 分 别 得 到 a 张 和 上 张 选 果 (a 沁 5b)， 
将 全 部 a 十 b 张 选 早 按 某 种 顺序 排列 ,依次 计 票 时 甲 所 得 票数 总 是 
比 忆 多, 问 这 种 排列 方法 有 多 少 种 ? 

12. n 个 不 同 的 字符 磊 序 进 栈 恰 一 次 , 问 有 多 少 种 不 同 的 出 
栈 方 式 ? 

13， 计 数 从 (0,0) 点 到 (az 点 的 不 穿 过 直线 y 一 工 的 非 降 路 
径 数 ， 

14， 及 个 不 同 的 整数 ,从 中 取出 两 组 来 ,要 求 第 一 组 里 的 最 
小 数 大 于 第 二 组 里 的 最 大 数 , 问 有 多 少 种 方案 ? 

15. 试 求 坟 个 完全 一 样 的 膝 子 能 指出 多 少 种 不 同 的 点 数 ? 

16, 廿 10 边 形 的 任意 3 条 对 角 线 不 共 点 , 试 求 该 是 10 边 形 
的 对 角 线 交 于 多 宁 个 点 ? 又 把 所 有 的 对 角 线 分 草 成 多 少 段 ? 

17, 设 n= 二 Pipzri"r pp 站 ,其 中 ,piyPs,""* ,pi 是 1 个 不 同 的 康 
数 , 试 求 能 整除 数 的 正 整 数 数目 . 

18. 将 52 张 牌 平均 分 给 4 个 人 , 问 每 人 有 一 个 5 张 牌 的 同 花 
顺 的 概率 是 多 少 ?9 

19. 取 定 空间 中 的 25 个 点 ,其 中 任意 4 个 点 均 不 共 面 , 问 它 
们 能 决定 多 少 个 三 角形 ? 又 能 决定 多 少 个 四 面体 ? 

20， 一 个 教室 里 有 两 排 座 位 ,每 排 8 个 .有 14 名 学 生 , 其 中 的 
5 个 人 总 坐 在 前 一 排 ,另外 有 4 个 人 总 坐 在 后 一 排 , 问 有 多 少 种 

90 


坐 法 ? 

21. 考虑 集合 人 和 ;2,… ,nn 十 1) 的 非 空子 集 . 

(1) 证 明 最 大 元 素 恰 好 是 j 的 子 集 数 为 2 !'， 

(2) 利用 (1) 的 结论 证 明 : 

1 十 2 十 2 十 … 十 2 一 2 一 1 

22. 从 整数 1,2,… ,1000 中 选取 3 个 数 , 使 得 它们 的 和 正好 
被 4 整除, 问 有 多 少 种 选 法 ? 

23， 把 + 只 相同 的 球 放 到 了 个 不 同 的 盒子 里 ,每 个 金子 里 至 
少 相 念 g 只 球 , 问 有 多 少 种 放 法 ? 

24， 在 2n 个 球 中 ,有 丈 个 相同 , 求 愉 这 2n 个 球 中 选取 天 个 球 
的 方案 数 ， 

25. 在 3n 十 1 个 球 中 ,有 nn 个 相同 , 求 从 这 3n 十 1 个 球 中 选取 
n 个 球 的 方案 数 . 

26,，(1) 在 由 5 个 0 和 4 个 1 组 成 的 字符 事 中 ,出 现 01 或 10 
的 总 次 数 为 上 的 字符 事 有 多 少 个 ? 

(2) 在 由 m 个 0 和 nn 个 1 组 成 的 字符 囊 中 ,出 现 01 或 10 的 
总 次 数 为 上 的 字符 事 有 多 少 个 ? 

27. 用 二 项 式 定 理 展 开 (2z 一 y)" 

28. 《3x 一 2y) “的 展开 式 中 ,zy 的 系数 是 什么 ?xsy" 的 系数 
是 什么 ? 

29. 证 明 : 

(1) 设 半 为 大 于 等 于 2 的 整数 , 则 
nn n 
1 2 
(2) 设 半 为 正 整数 , 则 


+ 


中 二 二 CD 一 0 


?72 


一 2| ,| 十 3 
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le hs a 
本 十 人 ES 
0 m mt 
的 组 合意 义 ， 
31. 给 出 
(ee 
的 组 会 意义 . 
32. 证 明 : 
| | 
-zf 
33. 利用 


“a 


求 1? 十 2: 十 … 十 n? 的 值 . 
34. 求 整 数 asscy 使 得 


< 
并 计算 1 十 中 十 … 十 庆 的 值 。 . 
35， 证 明 ， 


36. 证 明 ; 
(1》 在 由 数字 集 {0,1,2}) 生 成 的 长 度 为 的 字符 事 中 ,0 出 现 


偶数 次 的 字符 事 有 型 二 个 ， 
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(2) 设 一 引号 | 则 


EEE 
37. 证 明 : 
nin nl fn nn n 
Wi | + | "12 
时 (2n)1 
(2 一 1)102 + 1)1. 
38. 证 明 : 对 一 切 整 数 7 之 m 之 k 之 0, 有 


(lel 
39. 用 多 项 式 定理 展开 (x 十 Xz 十 3)1. . 
40，。 确定 《Zi 十 XT 十 十 十 Xs)1 的 展开 式 中 zrox3ixs’ 项 的 
系数 ， 
41. 证 明 : 从 一 个 对 元 集合 到 一 个 天 元 全 合 的 满 射 的 个 数 为 
klS (Cn,k). 
2. 证 明 ， 


n nn 
(1) Stn,n — 2) = WEEWE 


Ce 
mo— kj 


(2) S08 — 3) = (3)+10®) +1”). 
43. 把 个 不 同 的 球 族 入 m4 个 不 同 的 金子 里 , 允 计 有 空 金 , 则 
放 球 的 方法 数 为 


m" 一 pg » Sk) kl 
44. 证明; 当 m=0 (mod 6) 时 ,有 
Blm;3) = 2 


45. 设 将 N a 小 
于 等 于 了 的 方法 数 为 百人 Nm). 证明， 
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BON,m) = BN mC 1)+ BN m,m). 

46. 设 CN n,m) 表示 将 NN 无 序 分 折 成 nn 个 分 部 量 且 每 个 分 
部 量 都 小 于 等 于 om 的 分 挤 数 . 证明: (Ns,n,Mm) 就 是 (XI 十 YX 十 和 
十 Xz”)" 的 展开 式 中 zx” 的 系数 . 

47. 5 封 不 同 的 信和 经 由 通信 通道 传送 ,在 陋 圭 信之 间 至 少 要 
放 入 3 个 空格 ,一 共 要 加 入 15 个 空格 , 问 有 多 少 种 方法 ? 

48. 将 咽 个 不 同 的 球 放 入 个 不 同 的 金子 里 ,使 内 的 球 是 有 
序 的 , 求 其 分 配方 案 数 ， 

49. 将 abycsdve，:f 了 ,8 排 成 一 行 ,要 求 a 在 6 的 左 侧 ,b 在 c 
的 左 便 , 问 有 多 少 各 排 法 ? 
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第 3 章 容 斥 原理 


3.1 引 论 


在 求解 计数 问题 时 ,用 间接 计数 的 方法 往往 比 直 接 计数 来 得 
容易 . 这 一 章 将 讨论 计数 时 常用 的 间接 计数 方法 一 一 容 斥 原理 及 
其 在 几 个 问题 上 的 应 用 . 

例 1 求 1 到 600 之 间 不 能 被 6 整除 的 整数 个 数 . 

解 ” 先 计算 1 到 600 之 间 能 被 6 整除 的 整数 的 个 数 ,然后 从 
总 数 中 去 掉 它 . 

1 到 600 之 间 共 有 600 个 数 , 因 为 每 6 个 连续 的 整数 中 恰 有 1 


个 能 被 6 整除 ,所 以 1 到 600 之 间 共有 | ”| 一 100 个 整数 能 被 6 


整除 . 因而 ,1 到 600 之 间 共 有 600 一 100=500 个 整数 不 能 被 6 
整除 . 

例 2 求 代 ,2,…,n} 的 1 不 在 第 一 个 位 置 上 的 全 排列 的 
个 数 ， 
解 设 ta"""In 是 人 入 ,2,…,n} 的 一 个 全 排列 , 因 1 不 在 第 一 个 
位 置 上 ,所 以 六 天 1. 下 面 我 们 分 别 用 直接 计数 和 间接 计数 两 种 方 
法 来 计算 此 类 排列 的 个 数 ， 

(i) 直接 计数 . 将 羡 天 1 的 所 有 全 排列 按照 鹿 的 取 值 分 成 
mn 一 1 类 : 若 记 i 一 kE {2,3s 呈 48); 则 ioi3… 记 是 (1, 有一 1, 十 1， 
…,n) 的 一 个 全 排列 ,所 以 {1,2,… ,nj} 的 使 志 二 上 的 全 排列 个 数 为 
(一 1)1 个 ,而 上 可 取 2,3,*…,n, 由 加 法 原则 知 , 志 关 1 的 全 排列 数 
为 {x 一 1)(n 一 1)1. 

Ci) 间接 计数 . {1,2,-…,n} 的 全 排列 的 个 数 为 n1. 车 鹿 二 1, 则 
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zi 是 12, 3 2) 的 全 排列 ,所 以 11,2，……z)} 的 第 一 个 位 置 为 
1 的 全 排列 共有 (x 一 1)! 个 .因而 ,1 不 在 第 一 个 位 置 上 的 全 排列 
共有 
11 一 (rz 一 1)1 一 (一 1 一 二 1. 
个 .在 上 面 的 例子 中 ,我 们 使 用 间接 计数 的 方法 解决 了 题 设 的 计数 
间 题 , 它 基于 的 原理 可 以 用 集合 论 的 语言 叙述 如 下 ; 设 A 是 有 限 
集合 5 的 一 个 子 集 , 则 4 中 元 素 的 个 数 等 于 5S 中 元 素 的 个 数 减 去 
S 中 不 在 4 内 的 元 素 的 个 数 . 若 记 4 一 8 一 4, 则 可 写成 
141 = 15S| ~— |Ai. 

例 3 求 不 超过 20 的 正 整 数 中 ,是 2 的 倍数 或 是 3 的 倍数 的 
数 的 个 数 . | 

解 不 超过 20 的 正 整 数 中 ,是 2 的 倍数 的 数 有 10 个 , 即 

2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20; 
是 3 的 倍数 的 数 有 6 个 , 即 
3, 6, 9, 12, 15, 18. 
但 不 超过 20 的 正 整数 中 是 2 的 倍数 或 是 3 的 倍数 的 数 不 是 10 十 
6 一 16 个 ,而 是 下 列 13 个 : 
2, 3, 4, 6, 8, 9, 10, 12, 14, 15, 16, 18, 20. 

其 中 ,6,12,18 三 个 数 既 是 2 的 倍数 又 是 3 的 倍数 , 若 把 是 2 的 倍 
数 的 数 的 数目 和 是 3 的 倍数 的 数 的 数目 相 加 , 则 6,12,18 三 个 数 
各 重复 计算 了 一 次 .所 以 ,是 2 的 倍数 或 是 3 的 倍数 的 数 的 数目 等 
于 是 2 的 倍数 的 数 的 数目 和 是 3 的 倍数 的 数 的 数目 之 和 减 去 既是 
2 的 倍数 又 是 3 的 倍数 的 数目 , 即 为 10 十 6 一 3 一 13 个 . 

例 3 是 例 1 和 例 2 的 推广 ,下 面 我 们 用 集合 论 来 讨论 例 3 所 
代表 的 一 类 问题 . 

设 S 是 一 有 限 集 合 , 局 和 Ps 是 两 个 性 质 ,S 中 的 每 个 元 素 具 
有 或 者 不 具有 性 质 Pi 或 PP, 现 在 要 计算 5 中 既 不 具有 性 质 已 也 
不 具有 性 质 P, 的 元 素 的 个 数 . 为 此 ,我 们 从 |S | 中 去 掉 具 有 性 质 
P1 的 元 素 个 数 , 再 去 掉 具 有 性 质 P; 的 元 素 个 数 , 这 样 就 将 既 具 有 
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性 质 Pi 又 具有 性 质 P; 的 元 素 个 数 从 13 1 中 去 除了 两 次 ,所 以 要 
补 一 次 . 设 4 ,4: 分 别 是 3 中 具有 性 质 已 ,已 的 元 素 构成 的 集 
合 , 则 4 站 4: 就 是 $ 中 王 不 具有 性 质 P) 也 不 具有 性 质 P; 的 元 素 
构成 的 集合 , 且 有 
| A NN A; > [Ss] |41 14:| 十 |4， NM 4:|. 
(3.1. 1) 

我 们 可 以 如 下 形式 地 证 明 等 式 (3.1.1); 对 5 中 任 一 元 素 z， 
若 xz 既 不 具有 性 质 Pi 也 不 具有 性 质 P;, 则 对 (3. 1. 1) 式 的 右 端 贡 
献 1; 否则 ,z 对 (3, 1. 1) 式 的 右 端 贡 献 0, 从 而 (3.1. 1) 式 的 右 端 就 
是 S 中 同时 不 具有 性 质 Pi 和 P; 的 元 素 个 数 . 

任 给 xES, 则 

(1) 车 TE 4A;, 则 芯 4 和 4:, 且 工本 44 门 4 所 以 
对 (3. 1.1) 式 右 端 的 贡献 为 

1—0—0—0=1. 

(2) 车 rt&44 门 4A; 则 xzE A 或 rE As, 以 下 分 情况 讨论 : 

(i) xEA41 但 x 人 4, 则 xz4A1 门 4;,z 对 (3.1.1) 式 右 端 的 贡 
献 为 
1 一 1 一 0 一 0 一 0; 

Xi) z 冬 4 但 zE4: 则 和 4 门 4,z 对 (3.1.1) 式 右 端的 贡 
献 为 
1 一 0 一 1 十 0 一 0; 
ii) ze4i 且 ezE4， 则 zE4i 站 4,zr 对 (3.1.1) 式 右 端 的 
贡献 为 
1 一 1 一 1 十 1=0. 
综合 上 述 分 析 ,等 式 (3. 1.1) 得 到 证 明 . 


3.2 容 斤 原理 


将 3. 1 节 讨 论 的 原理 进一步 推广 ,总 结 成 一 般 性 规律 ,就 得 到 
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定理 3. 2. 1 所 描述 的 容 斥 原理 . 

定理 3.2.1 设 S 是 有 限 集合 ,P,P:,…,P。 是 同 集合 S 有 
关 的 m 个 性 质 , 设 4; 是 S 中 具有 性 质 Pi 的 元 素 构成 的 集合 (1<i 
之 m) ,4 是 5 中 不 具有 性 质 P, 的 元 束 构 成 的 集合 们 委 :上 委 mm ， 则 
S 中 不 具有 性 质 Pi ,Pi，,… ,了 的 元 素 个 数 为 

iAN dN -.… NA, 
= |S| 一 bp 十 2 ,14, N 4,| 
Vm 


= > IANANAI+… 


[A 
的 3 引 合 
十 (一 1"14 门 4 门 … 门 4。|. 《3.2.1》 
证 明 可 以 利用 等 式 (3. 1.1), 通 过 对 m 作 归 纳 进行 证 明 . 下 
面 通过 其 组 合意 义 来 证 明 . 


等 式 (3. 2. 1) 的 左 端 表示 的 是 5 中 不 具有 性 质 Pi,P:，…,P。 
的 元 素 的 个 数 . 下 面 我 们 来 证 明 :对 于 5S 中 每 个 元 素 z, 若 zx 不 具 
有 性 质 已 PP =， 则 对 等 式 (3. 2, 1) 的 右 端 贡 献 1; 否则 , 若 
具有 某 个 性 质 已 〈1<z 生 ma), 则 对 等 式 (3. 2. 1) 的 右 端 贡献 0, 从 
而 证 明 (3. 2. 1 ) 式 ， 

任 给 zxES, 则 . 

(1) 若 z 不 具有 性 质 P,P;,… ,Pn 有 zz 多 Aj,x&As,*… ;工区 
4。 则 xz 在 集合 S 中 ,但 不 在 (3. 2.1) 式 右 端 的 任 一 其 他 集合 中 . 
所 以 ,z 对 (3. 2. 1) 式 右 端 的 贡献 为 

1 一 0 十 0 一 0 十 十 (一 1)”XxX0=1, 

(2) 车 工 恰 具 有 Pi,Pe,*… ,Ps 中 的 n(n 之 1) 个 性 质 Pi ,PP;， 

…,P: 则 zz 对 1S| 的 贡献 为 


因 工 恰 具 有 7 个 性 质 P,Pi,，,…, 了 P, ,所 以 z 恰 属于 集合 4 ,4 ， 
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… ,4 , 共 于 个 .于 是 ,z 对 之 ;14,| 的 贡献 为 

”=|"); 
2 2 
形 如 A 由 A4 (4 天 站 的 集合 中 ,对 可 14; 人 4| 的 贡献 为 | >] ， 
*| .而 当 


种 ,所 以 工 恰 在 


从 己 ,Po 已 ,中选 出 两 个 性 质 ,共有 


4 同 理 ,rz 对 > 4 人 4 人 …… 有 4 的 贡献 为 
A>a 时 ,| | 一 0. 所 以 ,z 对 (3.2.1) 式 有 端的 贡献 为 


n 4 n 好 n 
ed a a 
0 
= (1 — zx)|,) 
一 0. 
综 上 所 述 , (3. 2. 1? 式 的 右 端 是 集合 3 中 不 具有 性 质 P,P;， 
…, 了 P。 的 元 紊 的 个 数 .证 毕 . 
车 m=3, 则 (C3. 2.1) 式 变 成 
14,N A,N A 
= |S|1 一 (j4| 十 1A:| 十 1431) 
二 (CANA{l+ [A NA!+ 1A N A,1) 
1A， NA; NN Asl. 
上 面 等 式 的 右 端 共有 
1 十 3 十 3 十 1 一 8 


项 . 
著 台 = 一 4, 则 (3. 2. 1) 式 变 成 
IAN A,N A;N A 
二 15 | 一 《4 本 14z1 十 143| fe 14,1) 
二 (4 但 1 十 14 人 A 和 1 十 | 包间 A 
99 


+ |AN Al + 1A NA + 14;f Al) 
— IAN ANA!+IANAN A 
+ {1A4NANAI+IAN A NA . 
二 14na4: NAN Al. 
上 面 等 式 的 右 端 共有 
1 十 4 十 6 十 4 十 1 一 16 
项 ， 
一 般 情况 下 ,(3, 2.1) 式 的 右 端 共有 
| 
项 . 
推论 3.2.1 设 S 是 一 有 限 集合 ,P,P:,…，,P。 是 同 S 有 关 
的 m 个 性 质 , 记 4, 为 $ 中 具有 性 质 书 的 元 素 所 构成 的 集合 (1<s 
<%), 则 S 中 至 少 具有 一 个 性 质 P; 的 元 素 个 数 为 
[4.U 4sU-…U 4.| 


= >, 14;N 4,l 
的 2 蛆 侣 
i ee 本 
二 (117A NAAN NA (3.2.2) 
证 明 因为 
[AUAU-…UA =|S|— AUAUUA,|, 
又 
AUAsU Uh,=A NA N\A.. 
将 上 面 两 个 等 式 代 入 定理 3. 2. 1 中 的 等 式 (3.2.1), 很 容易 得 出 
结论 . 
例 1 1 与 1000 之 间 不 能 被 5,6,8 整除 的 整数 有 多 少 个 ? 
解 令 
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4 一 il,2,3,……,1000}， 
则 
141 = 1000. 
记 4 ,4a,4; 分 别 为 1 与 1000 之 间 能 被 5,6,8 整除 的 整数 集合 ， 
则 有 


es | |= 200, 
be | |= 166, 
|4;| = | 二 -|= 125 


于 是 ,4 门 4A; 表示 4 中 能 被 5 和 6 整除 的 数 , 即 能 被 30 整除 的 


数 , 其 个 数 为 


1000 


4 门 4 表示 4 中 能 被 5 和 8 整除 的 数 , 即 能 被 40 整除 的 数 ,其 个 


数 为 


4 门 4 = 1 |= 253 


4: 门 4: 表示 4 中 能 被 6 和 8 整除 的 数 , 即 能 被 24 (6 和 8 的 最 小 
公 倍 数 lem (5,8) 二 24) 整 除 的 数 , 其 个 数 为 


[4; 门 A;| = | 地 |= 41} 


4 人 4:ma; 表示 4 中 能 同时 被 5,6,8 整除 的 数 , 即 4 中 能 被 5， 
6,8 的 最 小 公 倍 数 icem(5,6,8) 二 120 整除 的 数 ,其 个 数 为 


iA NAN a= | = 


由 容 斥 原理 ,1 与 1000 之 间 不 能 被 5,6,8 整除 的 数 的 个 数 为 
| A NN A; NN A 
三 141 一 41 十 14:| 十 14;1) 
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+ (A NAI+ IAN A + 14: nN 4)) 
— 1A.N A NN Asl 
一 1000 一 (200 十 166 十 125) 
十 (33 十 25 十 41) 一 8 
一 600. 
例 2 求 由 Qsbrcsd 四 个 字符 构成 的 x 位 符 导 串 中 ,a,byc sd 
至 少 出 现 一 次 的 符号 串 的 数目 . 
解 设 44:,4:,4: 分 别 为 不 出 现 escsd 的 了 位 符号 串 
的 集合 .由 于 ”位 符号 串 的 每 一 位 都 可 取 a,5,c,a 四 个 符号 中 的 
任 一 个 ,所 以 共有 4 个 .其 中 ,不 出 现 a 的 符号 串 的 每 一 位 都 可 取 
bcrd 中 的 任 一 个 ,共有 3" 2 类 似 地 ,有 
14| 一 3 (=1,2,3,4), 
IA:NMA|l=2 人 和 7 一 1 2,3,4)， 
14, 站 4 门 4 = 1 0G,j,6 互 不 相等 ; i,j,k 二 1,2,3,4)， 
IA4NANM A NMNAI=0. 
而 a,b,c,d 至 少 出 现 一 次 的 符号 串 集合 即 为 4 站 4 站 4 4， 
于 是 
1 4.N A; nN A,N A 
二 4 一 (A1| 十 14;| 十 14| 十 14,1) 
+ dA4NAI+IANAI+ 1A NA 
+ AN A + 1A NA +14,N A,l) 
— (IAN AN Atl+ 1AN A;N A 
+ AN A N Al + 14:N 4 NA) 
+ 1A.N A,N AN Al 
二 4 一 4.:3 二 6.2"—4. 
例 3 欧 拉 蚂 数 pln) 表 示 小 于 #1 且 与 n 互 素 的 整数 的 个 数 . 
求 p(n). 
解 将 ”分 解 成 素 因 子 的 乘积 形式 ; 
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12 一 prips?"* per. 
设 A, 为 不 大 于 nn 且 为 请 的 倍数 的 自然 数 的 集合 (1<is<a), 则 


14,| = 大 G 一 1;2,…，9); 


因 户 与 户 互 素 人 和 关 六 ,所 以 访 与 方 的 最 小 公 倍 数 为 p;p;; 所 以 


| 4， 站 A,l 一 和 人 天 isj = 1 209) 
we ,小 于 nn 并 与 n 互 素 的 自然 数 是 集合 A={1,2,…,n} 中 那些 


不 属于 任何 一 个 集合 A; G6==1,2,… ,9) 的 数 , 由 容 斥 原理 知 
pn)= | AiN A NN > NA,) 


= AL+ B14N a 


li jg 
= > [4ANM A;N A 二- 
TI 


十 (一 1)714 门 4 人 4 


0 之 p; lj pip; 了 Pipipbs 
pipP2e'*' pe” 
上 面 的 和 式 正 好 是 下 列 乘 积 的 展开 式 : 
上 呈正: 上 
人 (1 Sl | ( 有 
殉 拉 函数 常用 于 数论 中 . 例如 , 若 交 一 12 一 至 3 , 则 
YA12) = 12[1 一 过 | [1 一 语 j= 4 
小 于 12 并 与 12 互 素 的 正 整 数 为 1,5,7 和 11. 
例 4 车 图 G 有 nn 个 顶点 , 且 不 含有 完全 上 上 子 图 (4 之 2), 则 它 


二 十 (一 1) 


的 顶点 的 次 数 4(z) 满 足 不 等 式 
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其 中 ,和 为 图 G 的 顶点 集 . 
证 明 设 
(kn= pl 1)+r (0 Rr 2), 
车 不 等 式 (3. 2, 3) 不 成 立 ; 则 对 任意 的 XE, 均 有 d(x) 之 p 十 1. 
在 图 G 中 任 取 一 个 顶点 rEX, 用 41 表示 在 图 G 中 与 zi 相 
邻 的 那些 顶点 构成 的 集合 . 再 取 另 一 个 顶点 xzE 4; 和 相应 的 集合 
4:, 由 容 斥 原 理 得 到 
Il4n asl = 1Ail+ 4 一 4 U 4:| 
+2-n>0, 
这 是 因为 集合 4, 和 A， 中 的 每 一 个 至 少 包 含 二 1 个 元 素 , 而 
A1UA;: 中 至 多 只 有 ? 个 元 素 (G 中 全 部 顶点 ). 再 任 取 一 个 顶点 za 
E4 门 4 ,同上 ,由 容 斥 原理 可 得 
4 门 4 门 4 之 3C 十 1 一 2 全 0， 


等 等 . 这 样 ,我 们 可 由 归纳 法 得 到 对 于 me 门 A, 取 G 中 与 zi， 
相 邻 的 顶点 集 4,-1, 有 
41041=1047 nN a 
= 141 + M4 14 UNDA 
p+ +R)p+I)— km nn 
= (k— (p+ 1)— (k— 2)n 
=&—1—r>0, 
因此 ,至 少 有 一 个 顶点 zx€ 站 4. 由 4 的 定义 知 ,zivzzyzt 之 
闻 相 互相 邻 ,所 以 顶点 集合 {这 ,zs，… ,zs} 构 成 的 导出 子 图 是 图 G 
的 完全 子 图 ,这 与 题 设 矛盾 . 故 不 等 式 (3. 2. 3) 成 立 . 
利用 定理 3. 2. 1 和 推论 3. 2. 1, 我 们 可 以 算出 5 中 不 具有 性 
质 P,Ps,，… ,PP 的 元 素 个 数 和 5 中 具有 PP,,.,P, 中 某 个 性 


质 的 元 素 个 数 .下面 我 们 将 其 推广 到 更 一 般 的 情形 . 
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设 S 是 一 有 限 和 集合,P= {P,P,…,P。} 是 性 上 的 性 质 集合 ， 
现在 的 问题 是 要 求 出 集合 $ 中 恰好 具有 PP 中 7 个 性 质 的 元 素 个 
数 NC(r) (1 委 r 和 mo)， 

现 用 和 N(Pi ,P;，… ,Pi) 表 示 S 中 具有 性 质 P; ,已 ,，…,P, 的 
元 素 个 数 , 规 定 w(0) 二 151, 令 

wh)= 了 NIPP Pi)， 


Ii i i Em 


车 S 中 某 元 素 = 恰好 具有 卫 中 十 + (7 之 0) 个 性 质 Pi Ps， 
Par 则 从 PasP，…, Ps, 中 取出 个 性 质 的 方法 数 为 | “1” 


4 


因而 zx 在 w(&) 中 计算 了 | 次. 而 对 于 5 中 具有 P 中 少 于 
个 性 质 的 元 素 , 则 不 计算 在 内 
例如 ,在 本 节 的 例 1 中 ,有 
N(P) 一 200， 
N(P;) = 166, 
N(P3) 一 125， 
NCP,,P:) 一 33， 
NGCPiPi) 一 25， 


N(P;,P;) 一 41， 
NOCP ,PP;) 一 8. 
于 是 
上 (0) = 1000， 
re(1) 一 200 十 166 十 125 一 491， 
w(2) = 33 十 25 十 41 = 99， 
w(3) = 8. 
在 w(2) 中 ,对 具有 3 个 性 质 P,P;, Ps 的 元 素 , 在 N (P,P,)， 
NCPi;P:) 和 NN (Pi,Pi) 中 各 计算 了 一 次 , 共 3 次 . 例如 ,120 能 被 
5,6,8 整除 ,所 以 ,120E 4 门 4;,120€ ANMm4;,120€ 4, 几 A,, 即 
120 在 w(2) 中 共计 算 了 3 次 . 
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. 定理 3.2.2 设 集合 5S 中 具有 性 质 集合 P= {P,Ps,… ,PP,} 
中 恰好 -个 性 质 的 元 素 个 数 为 WCGr), 则 
N(7)= wlr) 一 [Ce wr + j [cz 


Ee | wom). (3. 2. 4) 


证 明 设 x 是 集合 S 中 的 一 个 元 素 , 则 

(1) 若 了 具有 少 于 > 个 性 质 , 则 二 对 zCryy wk(r 十 1)，…， 
wlm) 的 贡献 均 为 0, 了 从 而 对 (3. 2. 4) 式 右 端的 贡献 为 0. 

(2) 车 工 恰 好 具有 r 个 性质, 则 之 对 wr) 的 贡献 为 1, 而 对 
whlr 十 1) ,wlr 十 2),… ,wlm) 的 贡献 均 为 0, 从 而 对 (3.2.4) 式 右 
端的 贡献 为 1， 

(3) 若 z 恰 好 具有 夺 僻 汪 7) 个 性 质 , 则 它 对 sr) 的 贡献 为 


| 7， 对 mr 十 D 的 贡献 为 | ,人 | ,……, 对 wlk) 的 贡献 为 [4]， 
当 匀 lm 时 , 它 对 w(1) 的 贡献 为 0. 从 而 , 它 对 (3. 2.4) 式 右 端 


| 人 


1 


十 2 


r 


Dl 
Se 0 
2 
| | 


-a 
r I 工 1 
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综 上 所 述 ,(3. 2. 4) 式 的 右 端 是 3 中 恰好 具有 个 性 质 的 元 素 
个 数 . 
在 例 1 中 ,有 
NCO = ww(0) — wl) + wl2) — wl3) 
= 600， 
人 它 是 5 中 不 能 被 5,6,8 整除 的 整数 个 数 , 这 正 是 容 斥 原理 所 有 反映 
的 事实 . 
NAD Ye [je 下 [jwes， 


= 317， 
它 是 S 中 只 能 被 5,6,8 之 一 整除 的 整数 个 数 . 


N(2)= z(2) 一 (Sw 


一 75， 
它 是 S 中 只 能 被 5,6,8 中 的 两 个 整除 的 整数 个 数 . 
N(3) = w(3) 一 8， 

由 此 可 见 , 定 理 3. 2.2 是 定理 3. 2. 1 的 推广 , 

例 $ 某 学 校 有 12 位 教师 ,已 知 教 数学 课 的 教师 有 8 位 , 教 
物理 课 的 教师 有 6 位 ,教化 学 课 的 教师 有 5 位 , 其 中 ,有 5 位 教师 
既 教 数学 又 教 物理 ,有 4 位 教师 兼 教 数学 和 化 学 , 兼 教 物理 和 化 学 
的 有 3 位 教师 ,还 有 3 位 教师 兼 教 这 三 门 课 . 试问 

(1) 教 数理 .化 以 外 的 课 的 教师 有 几 位 ? 

(2) 只 教 数 、 理 ,化 中 一 门 课 的 教师 有 几 位 ? 

《3) 正好 教 数 \ 理 ,化 中 两 门 课 的 教师 有 几 位 ? 

解 令 12 位 教师 中 教 数学 课 的 教师 属于 集合 4 , 教 物 理 课 
的 教师 属于 集合 4; ,教化 学 课 的 教师 属于 集合 4:, 则 有 

14, | = 8， 
14:| 一 6， 
14;| 二 5， 
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AT 
IA,N 4! = 4. 
142 NM 4,i 一 3， 
[A 门 4 门 4 = 3. 
《1) 不 教 数学 .物理 .化 学 课 的 教师 数目 为 
| 4 站 42 门 4|=12 一 《4 十 14: | 十 14:1) 
+ (4 Asl + iA NN al 
+ 1Aif) Asl)— 1ANM A,N A 
二 12 一 (8 十 6 十 5) 
十 (5 十 4 十 3) 一 3 
一 2. 
《2) 只 教 数 . 理 .化 中 一 门 课 的 教师 数目 为 
NG) 一 4 | 十 14:| 十 14:| 
一 2(|4 门 4 十 14 站 4;| 
二 [4s 站 41) 二 31A, na4 Al 
二 (8 十 6 十 5) 一 2X (5 十 4 十 3) 
十 3X3 
一 4. , 
(3) 正好 教 数 , 理 , 化 中 两 门 课 的 教师 数目 为 
NCOG2)= (AN AI+ HA NM Ai 14; NN 41) 
— 31A4 1 4:n 4,| 
二 5 十 4 十 3 一 3X3 
= 3. 


3.3 容 斤 原理 的 应 用 


3.3.1 具有 有 限 重复 数 的 多 重 集合 的 组合 数 


在 第 2 章 里 ,我 们 介绍 了 n 元 集合 {zyzz，…z} 的 -组 合 数 
108 


为 | ”| ,多 重 集合 M= fco。，z， co。 zs， …， co 。 工 } 的 "组 合 数 


为 |” “| .在 本 节 中 ,我 们 将 应 用 容 斥 原理 来 计算 重复 数 为 任 
意 给 定 的 正 整 数 的 多 重 集合 的 组合 数 ， 
下 面 通过 一 个 例子 来 看 看 怎样 用 容 斥 原理 解决 上 述 问题 , 然 
而 例子 中 所 用 的 方法 却 适 用 于 一 般 的 情况 . 
例 1 求 5={3.a,4，5b, 5*c) 的 10 组 合 数 . 
解 令 S-={co a, co*6,o0+c), 则 5 的 10 组 合 数 为 
人 
10 2 
设 集合 4 是 5 的 10 组 合 全 体 , 则 141=66, 现 在 要 求 在 10 组 人 台 
中 a 的 个 数 小 于 等 于 3,6 的 个 数 小 于 等 于 4,c 的 个 数 小 于 等 于 5 
的 组 合 数 . 定义 性 质 集合 
P={P, P:，, P:}, 


66. 


其 中 ， 

Pi: 10 组 合 中 a 的 个 数 大 于 等 于 4， 

Pi: 10 组 合 中 4 的 个 数 大 于 等 于 51 

Ps:: 10 组 合 中 c 的 个 数 大 于 等 于 6. 
将 满足 性 质 P; 的 10 组 合 全 体 记 为 4A; (1 所 i 专 3). 那么 ,4, 中 的 元 
素 可 以 看 作 是 由 5 的 10 一 4 一 6 组 合 再 拼 上 4 个 < 构成 的 ,所 以 


Mt ao | 


人 
10—5 


109 


| 
EE 
6 
= | = 15， 
下 es 
RY 
| | 
1 昌 
_f10 | 
na4l=| 10 一 4 一 6 
2 


142: 门 A,| 一 0， 
na na =0. 
而 . a 的 个 数 小 于 等 于 3 多 的 个 数 小 于 等 于 4,c 的 个 数 小 于 等 于 5 
的 10 组 合 全 体 为 4Ai 门 A: 门 4;, 由 容 斥 原理 知 , 它 的 元 素 个 数 为 
14.N A;N A|= 14| Le CIA | 下 | 4, | 十 |A;1) 
+ |Ai NM 41) — 1A NM A; fl A,l 
一 66 一 (28 十 21 十 15) 
十 (3 十 1 十 0) 一 0 
= 6. 


3. 3. 2 错 排 问题 


集合 {1,2,…,n} 的 一 个 错 排 是 该 集合 的 一 个 满足 条 件 
jj(l jn) 
的 全 排列 
即 集 合生 ,2,… ,n} 的 一 个 没有 一 个 数字 在 它 的 自然 顺序 位 置 上 的 
全 排列 . 
二 1 时 , (1) 没有 错 排 . 
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n 二 2 时 ,11,2} 有 唯一 一 个 错 排 ,为 21. 
wn 二 3 时 {1,2,;3} 有 两 个 错 排 ,分 别 为 231 和 312. 
一 4 时 ,11,2,3,4} 共 有 下 面 所 列 的 9 个 错 排 ， 

2143, 3142,:4123, 234] ，3412， 

4321, 2413, 342] ，4312. 
用 记 记 {1,2,…,n} 的 全 部 错 排 个 数 , 则 D, = 二 0,D;=1， 

D;=2,D,=9. 
定理 3,3,1 对 任意 正 整 数 ,有 
二 


D,=n! 1 一 让 十 新 一 吉 十 sn 


证 明 令 S 是 {1,2,",n ed 

S 上 的 性 质 集 合 
P = {Pi, Ps, *, P.), 

其 中 ,P; 表示 排列 中 :i 在 左 数 第 i 个 位 置 上 , 即 在 其 自然 顺序 的 位 
置 上 G 委 ; 委 四 . 令 4 为 9 中 满足 性 质 P; 的 全 排列 的 全 体 . 

因 4, 中 的 每 一 个 全 排列 形 如 

TD 
而 记 jijir 记 是 {1 2 一 1 二 1) 的 全 排列 ,所 以 有 
14;,| = (1D! (i<n). 
同 理 , 有 
14; 门 4 一 人 一 2)1(01 扫 ;天 了 妇 半 ). 
一 般 地 ,有 
14 MN A NN A;| = (nk)1, 

其 中 < zy 月 zy922 9 92 互 不 相等 . 

而 DD, 为 S 中 不 满足 性 质 P,P;,…,P, 的 元 素 个 数 , 由 容 斥 
原理 ,有 


= | 丙 门 至 站 和 站 还 | 
-i 


Ga — D1+ [7 


(nn — 2)1! 


一 理 
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一 … 十 (一 "| "jo 


a 有 3 il 
-i[1 一 十 + 区 + ( 317 二 j: 


我 们 还 可 以 从 另外 一 个 角度 来 计算 DD,. 设 
iat 
是 {1,2,…,n) 的 一 个 错 排 ,我 们 将 {1,2,…,n)} 的 所 有 错 排 按照 
的 取 值 分 成 a 一 1 类 , 记 4 为 二 j 的 错 排 的 全 体 (j 一 2,3,…,n)， 
则 显然 有 
14:| 一 14:| =… = |4.|. 

令 14;:1 一 办 , 则 : 
D, = (n ~— 1)d,. 
而 集合 4: 中 的 错 排 又 可 以 分 为 两 类 

《iD 号 :za 一 1, 则 Pit 是 (3 4 ;2}) 的 一 个 错 排 ,所 以 |B,| 
= D,.2; 

(11) B:: zz 天 1， 则 727 3 "En 相当 于 {11,3,……,z?} 的 一 个 错 排 , 所 


以 | 瑟 : | 一 心 。1. 
从 而 

d. 一 DD,.—2 二 Di 乡 
并 且 有 递 推 关 系 


D, = (no— 1)(D,i + D,;,), 
人 = 0, D;= 1. 
对 此 递 推 关 系 稍 加 变形 ,得 
万 ,一 nD, =— (Di — (nC— 1)D, ;) 


= (— 1)"™(D, — 2D,) 
一 (一 1 一 
因此 
D, = nD 二 (— 1)" 
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一 天 (一 1)D, st (CC— DD" n+ (C1) 


= ee 


二 去 一直 yi ll 
zl 到 + 二 (一 DT 


二 (= | 
一 #1 一 二 十 击 一半 二 一 十 (一 1 向] 
再 次 得 到 前 面 用 容 斥 原理 推导 出 的 DD, 公式 . 
在 第 4 章 中 ,我 们 还 将 专门 讨论 递 推 关 系 在 组 合同 题 中 的 


应 用 . 
3. 3.3 有 禁止 模式 的 排列 问题 


在 3.3.2 小 节 中 我 们 讨论 了 有 禁止 位 置 的 排列 问题 , 即 i 不 
在 第 ; 个 位 置 上 的 排列 问题 . 本 小 节 我 们 来 讨论 有 禁止 模式 的 排 
列 问题 ,在 此 类 问题 中 ,要 讨论 某 些 元 素 之 间 的 某 种 相对 位 置 不 能 
出 现 的 一 类 排列 . 先 看 下 面 的 问题 ， 

设 某 班 有 8 位 学 生 排 成 一 队 出 去 散步 ,第 二 天 再 列队 时 ,同学 
们 都 不 希望 他 前 面 的 同学 与 前 一 天 的 相同 , 问 有 多 少 种 排 法 ? 

一 种 可 能 的 方法 就 是 将 这 8 位 学 生 排 的 队 掉 个 头 , 也 就 是 让 
最 后 一 名 学 生变 为 第 一 名 ,倒数 第 二 名 变 为 第 二 名 ,如 此 等 等 ,但 
这 只 是 很 多 种 可 能 中 的 一 种 . 若 我 们 分 别 用 1,2,… ,8 代表 第 一 天 
列队 时 的 第 一 .第 二 、……、 第 八 位 同学 , 则 第 一 天 的 排队 顺序 为 
12345678, 如 上 掉头 后 的 排列 为 87654321. 我 们 的 问题 是 求 第 二 
次 列队 时 不 出 现 12,23,…,78 这 些 模式 的 排列 的 个 数 . 例如 ， 
31542876 就 是 一 个 符合 要 求 的 排列 ,而 25834761 则 不 是 ， 因为 其 
中 出 现 了 34. 

用 ,表示 {1,2,…,n} 的 不 出 现 12,23,…, (Cn 一 1)n 这 些 模式 
的 全 排列 的 个 数 , 并 规定 QQ, 二 1. 

?一 2 时 ,21 是 唯一 的 一 个 满足 要 求 的 排列 ,Q; 二 1. 

113 


nn 二 3 时 ,213,321,132 是 3 个 可 能 的 排列 ,Q:= 3， 
2 一 4 时 ,有 如 下 11 种 可 能 的 排列 ,Q,=11: 
4132, 3142, 2143, 1324, 4213，3214， 
2413, 1432, 4321, 3241, 2431, 
定理 3.3.2 对 任意 正 整 数 x, 有 


已, 一 2 一 


-2 


“了 jw 一 Di+ 
-1 
证 明 令 S 为 {1,2,…,n} 的 所 有 全 排列 , 则 |S|==n1. 定 义 性 
质 集合 
P= {P,P,, "**, P._}, 
其 中 ,P; 表示 全 排列 中 出 现 iGi 十 1) 模 式 (1 志 i 志 n 一 1), 设 4; 为 5S 
中 满足 性 质 P; 的 全 排列 的 全 体 (1 科 ;i 委 ?一 1), 则 A; 中 的 每 一 个 
排列 都 可 看 作 * 一 1 元 集合 (1 2，… 和 一 1 二 1) 十 2,， 1) 的 
一 个 全 排列 ,所 以 
[A| = 人 一 1)10 一 1 2 一 1). 
同 理 
IANA = DUSijSn— 1). 
一 般 地 ,有 
4 NA, NN 4)|= tn oA)1, 
其 中 siz sii 互 不 相等 , 且 1 i Sn Oo 1, 
而 Q, 为 S 中 不 满足 性 质 P,Pi,…，P,-! 的 元 素 个 数 , 册 容 斥 
原理 ,有 
Q,= |ANAN NA, 
= lA + 2 I4N al 


1 jn—1 
一 一 1) |4， 门 Az 门 a NN A 1 | 
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nn 1 n—l1 
jo D1 十 | 


一 … 十 《一 1)> | 
pn 


从 PP 和 QQ; 的 显 式 表达 式 可 以 看 出 (习题 10) 
= D, 十 D1. 
例 2 多 重 集 全 M= {4 x,，3。y，2*。z} 的 全 排列 中 不 出 现 
Tzzrzryyys2z 模式 的 排列 有 多 少 种 ? 
解 ” 令 5 为 M 的 全 排列 全 体 , 则 有 


91 
Is1= 413121° 


人 


已 : 全 排列 中 出 现 =rzz 模式 ; 

Pa:: 全 排列 中 出 现 yyy 模式 ; 

P，: 全 排列 中 出 现 zx 模式 ， 
用 4, 分别 表示 3 中 具有 性 质 P; 的 全 排列 全 体 (1 委 ; 委 3). 4: 中 的 
全 排列 出 现 模式 zzz, 我 们 将 =zzzr 看 作 一 个 字符 , 则 4, 中 的 全 
排列 就 是 多 重 集 合 {zzrzz，3。，yy， 2 .zj} 的 全 排列 ,所 以 


同 理 , 有 
7! 
411121° 
81 
Pe 


14,N 4,| = 


1A,! = 
14;| = 
i 


61 


[A. NM A;| = FEYEYE 
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-2 
411111° 
14, NN AN Al = Tr 
由 容 斥 原理 知 ,满足 条 件 的 排列 个 数 为 
[4 NAN A! 
= 131 一 (人 4, 十 14z| 十 14;1) 
二 《CANA 二 + [A NA |+ 1A, NA) 


1A; 门 A;| = 


EE 14 门 As 门 妈 ;| 
9I (61 7! 81 
413!121! (3 1 4121 1 4131 
41 ! 61 
rnt 


= 871. 

例 3Cmenage 问题 ) ”对 夫妇 参加 宴会 围 桌 就 座 , 要 求 男 女 
相间 并 且 每 对 夫妇 两 人 不 得 相 邻 , 问 有 多少 种 就 座 方 式 ? 

解 ” 易 知 *<3 时 这 样 的 坐 法 是 不 存在 的 , 今 设 上 之 3. 设想 先 
让 位 女士 围 课 和 人 座 ,其 方法 有 (tn 一 1)! 种 . 选 定 盖 位 女士 的 一 
种 入 座 方 法 ,从 某 一 位 开始 对 这 zz 位 女士 按 环 形 顺 序 编号 为 1,2， 
…,n, 并 将 编号 为 i 的 女士 的 丈夫 也 编号 为 i. 第 i 位 女士 与 第 i 十 1 
位 女士 之 间 的 位 置 称 为 第 i 导 位 置 (1 委 ; 委 2 一 1) ,第 = 位 女士 与 
第 1 位 女士 之 间 的 位 置 编号 为 呈 那么 ,第 1 位 男士 除 第 n 号 和 第 
1 号 位 置 外 ,可 以 在 其 他 一 2 个 座位 中 的 任何 一 个 就 座 ; 第 i 位 男 
士 除了 第 ;一 1 号 和 第 i 号 位 置 外 ,可 以 在 其 他 一 2 个 座位 中 的 任 
何 一 个 就 座 (2< < 和). 

假定 ”位 男士 已 全 部 入 座 , 在 第 : 号 位 置 就 座 的 男士 编号 为 
i (1 委 i 委 2) ; 则 UIdz"" "Gn 为 {1:2,°" :72} 的 一 个 全 排列 . 根据 题 意 ， 
2; 必须 满足 wr 天 ?十 1 (1si< 一 1)， azmy1. 因 而 ,符合 是 意 的 
坐 法 对 应 的 排列 aaz…a。 应 当 使 得 
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2 n 1 (3. 3.1) 
1 U2 ES n— 3 
中 的 任 一 列 都 无 相同 的 数 . 我 们 称 a1as…a, 为 {1,2,…,n) 的 一 个 
二 重 错 排 . {1,2,…,n} 的 二 重 错 排 的 个 数 称 为 ménage 数 , 记 为 
U,, 求 menage 数 的 问题 称 为 既 化 的 ménage 问题 . 这 样 , 原 问题 就 
变 成 求 ménage 数 [7,, 而 围 桌 入 座 的 方法 数 等 于 (x 一 1)1U,. 
为 求 D。, 定 义 寺 个 性 质 如 下 : 

Ps a; 二 i 或 i 十 1 (1 和 7 坟 n 一 )， 

PP,; a, 二 如 或 1， 
则 UU 是 不 具有 性 质 P,P;,…,PP， 的 全 排列 的 数目 ， 由 定理 3. 2.2 
知 


dn_1 人 红 


7 一 (0) 一 如 (人 1) 十 妈 (2)》 一 … 十 (一 1)"w(n). 


令 S 是 11,2,… ;nn} 的 全 排列 全 体 ， 由 (人 8) 的 定义 ,有 
w(0) = |S| = 71,， 


wt(1) = PNP,. 
我 们 先 求 NCP;) Gi 关 n, i 二 n 时 类 似 ) , 设 排列 
PI eijitl fn 
满足 性 质 P;, 则 j;=i 或 i 十 1, 而 
EE 
为 集合 全 ,2,…,n) 一 {j} 的 全 排列 ,所 以 
NIP)=2X {no 1)! (= 1,2,.…,n). 
从 而 


wl) = DOINGP) 一 22 (x — D1!. 
1=1 


一 般 地 ,有 
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wh)= > NOP,P Pi)， 


Js Tigi 2 


但 由 于 计算 NCPi ,Pi,,"',P,) 有 困难 ,这 里 我 们 直接 计算 wk). 
假定 {1,2,…,n} 的 -一 个 排列 aiaz……ras 中 有 上 个 数 6.544,，… ai 分 
别 满足 性 质 P; :Ps 也， 即 
记 或 六 十 1 G4 关 n 时 ) 
= (i 一 时 )， 
再 将 ;1,2，…m 一 {qi ya ya } 这 《个 元 素 补 上 ,就 构成 
{1,2,…2} 的 一 个 满足 性 质 Pi ,Pi ，… ,也 的 全 排列 . 因而 ,对 于 
一 组 & ,0;,，… qi: 能 构造 出 (rn 一 £) 1! 个 满足 性 质 P; ,已 ,了 ;的 
全 排列 ， | 
下 面 的 问题 是 有 多 少 个 元 组 满足 了 ,P;,…,P, 中 的 个 性 
质 . 满足 六 个 性 质 Pi ,Pi;,,… ,Pi 的 上 序列 (ai ,ai,，"… ,ai,) 也 就 是 
在 序列 (3. 3. 1) 中 Qo0is"… 5 分别 为 第 i 列 , 第 is 列 ,…… ,第 误 
列 的 前 两 行 中 取出 个 不 同 的 数 ,换个 说 法 ,ai ,a ，… ,a 也 就 
是 从 
C1,2), (2,3), (C354), o> Cn Oo 1,n), (nn,1) (3, 3.2) 
的 第 局 个 ,第 i 个 ,…**…, 第 坟 个 括号 中 取出 个 彼此 不 同 的 数 . 
将 序列 (3. 3. 2) 中 的 括号 去 挤 , 变 成 
1, 2, 2, 3, 3,; 4, **"* ,nl1l,n,n, 1, (3. 3. 3) 
则 从 序列 (3. 3. 2) 的 个 不 同 的 括号 中 取出 个 彼此 不 同 的 数 等 
价 于 从 序列 C3. 3. 3) 中 取出 满足 下 列 条 件 的 序列 : 
CD 任何 两 数 丝 不 相 邻 ; 
(ii) 头 尾 两 数 不 能 同时 为 1. 
序列 (3, 3. 3) 中 满足 条 件 (i) 的 序列 的 个 数 就 是 从 2 个 位 
置 中 取出 个 不 相 邻 的 位 置 的 方法 数 ,由 2. 3 节 例 5 知 , 它 等 于 


| | . 满足 条 件 (i) 但 不 满足 条 件 (i 认 的 关 序 列 怡 好 就 是 从 


天 
2，3，3，4，……， 姑 一 ]， 刀 
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中 取 * 一 2 个 不 相 邻 的 数 ,再 将 两 端 补 上 1 ,其 方法 数 为 
全 oe 


k—2 R= 
综合 以 上 分 析 知 
四 | 
w= | k Ds he 
2n 27n 一 天 加 
= 下 ja k)!. 


从 而 
Uo= wt{0) CO— wl) Tw 2 二 (一 1)"w(n) 
一 ml 一 2r(n 一 1)! 十 … 
2n 2n | 
272 一 类 k 
十 … 十 (一 1)"2. 
当 n 王 3 时 ,Us 二 1; 当 nn 二 和 时 ,U, =2. 其 入 座 方式 分 别 如 图 
3. 3. 1 所 示 . 


十 《一 1) (Pa 一 大) 上 


2 3 2 4 1 
1 1 1 3 
4 
2 3 2 
(a)》 (b) 
图 3.3.1 
3. 3.4 实际 依赖 于 所 有 变量 的 函数 个 数 的 确定 
设 通 数 
g: 五 * 一 五 ， 


其 中 五 一 《el e290 } 下 一 (六 即 g(risTt yi) 是 
包含 个 自 变 量 ( 在 集合 EE 中), 且 在 集合 FF 中 取 值 的 函数 ,所 有 
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这 样 的 函数 的 个 数 为 | Fl! 一 m". 如 果 函 数 g 不 随 某 个 变量 x; 
变化 ;就 称 2 实际 上 不 依赖 于 变量 zi, 也 就 是 对 每 一 组 值 (x sXe » 
“oT zi 和 :和 和 任何 ay8E 五 ;有 关系 式 
BC ye 0 yy ) 
二 gz | PY 1 Ld je )， 
实际 上 不 依赖 于 某 9 〈g 委 4) 个 变量 的 函数 的 个 数 , 等 于 函数 
g; Et 一 F 的 个 数 , 即 为 m*"“. 这 是 因为 在 g 个 自 变量 上 保持 不 
变 的 函数 ,等 价 于 在 集合 E 中 的 一 g 个 自 变 量 到 值 域 上 的 
设 
A; = {g: E:——F | 8 实际 上 不 依赖 于 变量 x;} (] 二 1 上)， 
用 (n,m,k&) 记 函数 g: Fr 一 下 中 实际 依 束 于 所 有 变量 的 函数 的 
个 数 , 则 由 容 斥 原理 得 
Eumh)=m — DA 2B) 14N 4 
i=1 lj 
一 十 (一 1 全 4 
根据 A; 的 定义 ,我 们 得 到 
EC mE mm" (mt 加 [2m 


— + (— Dm (3. 3.4) 
式 中 ,m"” "为 实际 不 依赖 于 某 p 个 变量 的 函数 的 个 数 ;因为 从 & 
个 自 变量 中 取 p 个 有 | 。] 种 选择 方法 ,所 以 每 一 项 中 有 系数 | ^ 
如 果 E=F={(0,1} , 则 函数 £2: Et-»F 是 于 个 自 变 量 的 Boole 
函数 ,其 个 数 为 22 . 实际 依赖 于 所 有 上 个 变量 的 Boole 函数 的 个 

数 可 从 公式 (3, 3. 4) 中 取 mn 二 2 得 到 ,为 

EC(2,2,k)= 22 一 (rae + 全 
a 十 《一 1)*2. (3. 3.5) 
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例如 ;, 若 & 一 2, 则 无 (2,2,2) 一 10, 因 而 在 两 个 变量 的 16 个 
Boole 函数 中 ,实际 依赖 于 两 个 变量 的 有 10 个 , 见 表 3. 3. 1. 
表 3.3.1 


在 表 3.3.1 中 ， A 与 产 均 为 常 值 函数 ， 不 依赖 于 | 和 zx; 
fi 和 fs 仅 依赖 束 于 工 ! ,不依 束 于 To fs 和 fs 仅 依赖 于 zx;, 不 依赖 于 
X11 其 余 的 10 个 函数 则 实际 依赖 于 两 个 变量 z， 和 zx. 

在 5.3 节 中 我 们 还 将 利用 容 斥 原 理 和 生成 函数 来 讨论 有 限制 
位 置 的 棋盘 多 项 式 和 有 限制 的 排列 癌 题 的 求解 . 


3,4 Ma6bius 反 演 及 可 重复 的 圆 排 列 


本 节 中 ,我 们 将 在 自然 数 集 NN 上 引进 一 个 数论 函数 , 称 为 
Mahbius 函数 . 
对 任意 自然 数 , 若 n>1, 则 可 唯一 分 解 为 素数 短 的 乘积 
n= 四 和 为 22 ph, (3. 4, 1) 
其 中 ,pi,p:，… ,pi 是 不 同 的 素数 ,人 1 (1 志 i 才 7), 定义 Mobius 
消 数 y(n) 为 : 


1 (车 # = 二 1》 
k(n) | ( 若 (3, 4.1) 式 中 有 某 个 /: > 1) 
(一 1)”( 若 (3.4.1) 式 中 局 = 六 一 … 一 上 


4, 2 
3 入 . 


例如 ,30 一 2X3X5, 18 二 3:X2, 于 是 
Af30) = (— 1)! 一 一 1， 


4(18) = 0. 
引 理 3.4.1 对 任意 自然 数 二 ,有 
去 1 (车 n==1) 
六 3. 4. 3) 
py , (车 n 计 1). ' 


证 明 若 n 二 1, 则 4d==1 是 nn 仅 有 的 一 个 因数 , 因 p(t1) 二 1, 故 
《3. 4. 3) 式 成 立 . 

车 nn 之 1, 且 nn 有 分 解 式 (3.4.1), 令 n= 二 pipz…pr; 则 显然 nn* 
的 每 个 因数 都 是 = 的 因数 . 若 x 的 某 个 因数 4 不 是 n' 的 因数 , 则 
4 在 作 形 如 (3. 4. 1) 式 的 素 因 子 分 解 时 , 必 有 某 个 因子 的 次 数 大 于 
等 于 2, 所 以 jC(d)==0. 因此 


ZA = >nuld) 
dln 


dim” 
=1+ 2 2 Ap) 


lSr Ir 


ce 


OS kr Si i 
— 2 
= PD | | 
一 (1 一 1y 
一 0， 
引 理 3. 4. 1 也 可 用 容 斥 原理 来 证 明 ( 习 古 22》， 
定理 3. 4. 1(Mbbius 反 渡 定理) 设 fn) 和 gCn) 是 定义 在 自 
然 数 集 N 上 的 两 个 函数 , 若 对 任意 自然 数 >, 有 


f(D= Sg(d) (3. 4. 4) 
dls 
= >a( 3]， (3.4,. 4) 
则 可 将 g 表示 为 f 的 函数 : 
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gn) = Sn/| 弛 | (3. 4. 5) 
反之 ;从 (3.4.5) 式 可 以 得 出 (3. 4. 4) 式 . 


证 明 对 有 4 的 每 个 因数 d, 闻 是 自然 数 ,于 是 有 
川 弛 | = Zs(d'), 
dz 
所 以 


py | e Pra)| Tr) 
|3 
= D>, >) gd') 
a Ei 


a 


= 2 ee 


Sng 


3 Ena)). (3 


:地 
由 (3.4. 3) 式 知 
1 ( 沙 号 = 1》 
yukd) = (3.4.7) 
将 (3.4.7) 式 代入 (3.4.6) 式 ,得 
Def) = Baca Dx) 
d|n pa iE 


= g(n), 
即 (3.4. 5) 式 成 立 . 
同 理 , 若 (3. 4,5) 式 成 立 , 将 其 代入 (3.4.4) 式 的 右 端 , 便 可 得 
到 左 端 . 
例 1 欧 拉 阔 数 pln) 满 足 
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gn) = n>) 0, C3. 4. 8) 
A]n 
并 由 Mebius 反 演 定理 可 得 


于 一 ZHd) = > 2 (3. 4. 9) 
证 明 ” 先 证 (3.4. 8) 式 . 

如 果 nn 二 1, 等 式 显 然 成 立 ， 

如 果 ”>1, 设 上 上 有形 如 (3. 4. 1) 式 的 展开 式 , 令 


ns 岂 I 产 2… 声 -， 


则 
£4d) _ nl(d) 
Vd 加 a 多 a 
C= (Cp; p p ) 
a I 十 3 
"| ERser 1 Ei < Er Pup, pi 
| , 《一 17 
一 nil 十 
"| 1 kr 1 er Pip, | 
= pn) 
下 面 用 Mabius 反 演 定理 由 (3. 4. 8) 式 导出 (3. 4. 9) 式 .因为 
£(d) 
Hn) = ?之 ， 本 
= 冯 va)| 呈 | 
由 定理 3.4. 1 知 


es Pra) 2 > 3)- 
例 2‘ 可 重 轩 排列 问题 求 集合 S= {1,2,…,m} 的 可 重 加 
排列 数 . 


由 定理 2. 3.1 知 , 元 集合 {1,2,…,m} 的 可 恒 排列 数 为 
72", 在 本 例 中 ;我 们 讨论 {1,2,… 272 的 nn 可 重 圆 排 列 数 ， 


设 Qa:*…as 是 一 个 不 可 重复 贺 排 列 ,将 其 分 别 从 个 位 置 
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晰 开 , 即 可 得 到 与 之 相应 的 个 不 同 的 线 排列 
a 
CC Ce 1 
然而 ,-- 个 ”可 重 圆 排列 在 ”个 位 置 断 开 后 形成 的 ”个 线 排列 则 
未 必 都 不 相同 . 例如 , 当 4d|a 时 ,由 不 重 的 euaz…av 重复 亏 次 构成 
的 图 排列 


【aicz…ay)》 《ai1282o Ca) (Qa eg) (3, 4. 10) 
NY 
3 组 
从 ## 个 位 置 断 开 后 只 能 形成 4 个 不 同 的 线 排 列 
Id A dA y 


dda “Ady 名 


W (3. 4. 11) 
dad 人 1 
2 组 
而 且 一 个 圆 排列 (3. 4. 10) 与 一 组 线 排列 (3.4. 11) 之 间 是 一 一 对 


应 的 ， 

如 果 一 个 圆 排列 可 由 长 度 为 和 的 线 排列 重复 若干 次 形成 , 则 
这 样 的 站 的 最 小 值 称 为 圆 排列 的 周期 . 一 个 圆 排 列 中 元 素 的 个 数 
《重复 出 现 的 元 素 按 其 重复 出 现 的 次 数 计 ) 称 为 它 的 长 度 . 

设 由 集合 {1,2,…,m} 中 元 素 形 成 的 长 赃 与 周期 都 是 & 的 加 
排列 的 个 数 为 MCd). 因为 一 个 贺 排 列 (3.4.10) 与 一 组 线 排列 
《3. 4.11) 对 应 , 若 dix, 每 个 长 度 与 周期 都 是 4 的 圆 排 列 可 在 4 个 


位 置 上 断 开 ,重复 也 次 形成 4 个 长 度 为 的 可 重 线 排列 ,因此 ,周期 


为 a 的 全 部 可 重 贺 排 列 对 应 的 x 可 重 线 排列 的 总 数 为 4M (4d). 
对 所 有 可 能 的 周期 求 积 ,得 
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DAM(d) = oo， 
dln 


其 右 端 m" 是 集合 行 ,2,…,m) 的 % 可 重 排 列 数 . 对 上 式 施行 
Mebius 有 反 演 ,得 


nM(n) = Dp(d) md. (3. 4. 12) 
dln 
因而 , {1,2,…,m} 上 长 度 为 2 的 圆 排 列 个 数 工 (x) 满足 
TonD 一 2D Md) 
dn 
= 5) Dud mt. 

地 | 二 | 可 

可 将 袜 (z) 化 简略 ) 为 


三 六 Sg)ms, 
其 中 ,wz 为 欧 拉 函数 . 
习 题 


1. 在 1 与 1000 之 间 不 能 被 4,5 和 6 整除 的 数 育 多 少 个 ? 

2. 求 从 1 到 500 的 整数 中 能 被 3 和 5 整除 ,但 不 能 被 7 整除 
的 数 的 个 数 ， 

3. 求 1 与 1000 之 间 既 不 是 平方 数 又 不 是 立方 数 的 整数 的 
个 数 ， 

4， 求 多 重 业 合 S 一 (co。a,3 .2,5.c,7:zZ) 的 10 组 合 数 ， 

5， 求 不 定 方 程 fi 二 ze 十 za 一 14 的 数值 不 超过 8 的 正 束 数 解 
的 个 数 ， 

6， 在 实 会 后 ,7 位 男士 检查 他 们 的 恨 子 , 同 有 多 少 种 方法 ， 
使 得 

(1) 没有 人 接 到 自己 的 帆 子 ? 

(2) 至 少 有 一 人 接 到 自己 的 帽子 ? 

(3)》 至 少 有 两 人 接 到 自己 的 帽子 ? 

7. 求 集合 【1,2,'…,n} 的 排列 数 , 使 得 在 排列 中 正好 有 上 上 个 整 
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数 在 它们 的 自然 位 置 上 (所 谓 自 然 位 置 ,就 是 整数 i 排 站 第 i 
位 上 ). 

8. 求 多 重 上 集合 SS 一 1{3，ay,4*p，2。c} 的 排列 数 , 使 得 在 这 些 
排列 中 同一 个 字母 的 全 体 不 能 相 邻 (例如 ,不 允许 appppcaac ,但 区 
许 aabbachc). 

9. 证 明 ; 也. 是 偶数 当 且 仅 当 nn 是 奇数 ， 

10. 证 明 ， 

@, = D, 十 也 . 
11. 定义 Do 二 1; 用 组 会 分析 的 方法 证 明 ， 


-nt 


中 局 -二 有 ee 的 
1 | | ， 


12， 计算 机 条 有 三 个 运动 队 , 每 人 一 套 运 动 服 . 现 .计算 机 条 有 
足球 服 38 复 , 蔓 球 服 15 套 ,排球 服 20 套 . 三 个 运动 队 共 有 58 人 ， 
其 中 只 有 3 人 同时 是 三 个 队 的 队员 , 问 恰好 参加 两 个 队 的 人 人数 以 
及 至少 参加 两 个 队 的 人 数 . 

13. (1) 在 1 和 100000 之 间 有 多 少 个 整数 包含 了 数字 1,2， 
3:4; 

《2) 在 1 和 100000 之 间 有 多 少 个 整数 只 由 数字 1,2,3 和 4 
构成 ， : 

14- 8 个 小 孩 围 坐 在 本 马上 , 问 有 多 少 种 变换 产 位 的 方法 ,使 
得 每 个 小 孩 前 面 坐 的 都 不 是 原来 的 小 孩 ? 

15. 设 有 靖 个 不 同 的 字母 alyaz yes， 现 用 于 对 字母 ayai， 
tyCty…myaasas 组 成 长 为 2n 的 字 , 要 求 相同 的 一 对 字母 不 相 都 . 
求 这 种 字 的 个 数 . 

16. x 个 单位 各 派 两 名 代表 出 席 一 个 会 议 ,2n 位 代表 围 一 国 
来 坐 下 . 试问， 

(1) 各 单位 的 代表 入 座 的 方案 有 多 宵 种 ? 

(2) 各 学 位 的 两 位 代表 不 相 儿 的 方案 数 为 多 少 ? 

17. 一 书架 有 zm 层 , 分 别 放 置 mx 类 不 同 种 类 的 书 ,每 层 n 册 . 
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现 将 书架 上 的 图 书 全 部 取出 清理 ,清理 过 程 中 要 求 不 打 乱 图 书 所 
在 的 类 别 ,试问 ， 

(1) ym 类 图 节 全 不 在 各 自 原来 层次 上 的 方案 数 有 多 少 ? 

(2) 每 层 的 n 本 书 都 不 在 原来 位 置 上 的 方案 数 有 多 少 ? 

18. 求 AKC20) ,p105) 和 pC210). 

19. 试 求 由 >)g(d] 二 5 所 定义 的 数论 函数 gn)， 


d|r E 
20. 对 任何 正 束 数 a 令 AD) 一 福王 | , 求 (ny 
过 | 
21. 证 明 : 元 入 合 的 所 有 交 可 重 国 排 列 的 总 数目 为 
Tn) = 二 Dp(d)s3， 


dln 
其 中 wz) 为 欧 拉 函 数 . 
22， 用 容 斥 原理 证 明 引 理 3.4. 1， 
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第 4 章 递 推 关系 


递 推 关 系 几 乎 在 所 有 的 数学 分 支 中 都 有 重要 作用 ,对 于 组 合 
数学 更 是 如 此 . 这 是 因为 每 个 组 合 问 题 都 有 它 的 组 合 结构 ,而 在 许 
多 情况 下 递 推 关系 是 刻画 组 合 结 梅 的 最 合适 的 工具 . 如 何 建立 递 
推 关 系 , 已 给 的 递 推 关系 有 何 性 质 ,以 及 如 何 求 解 递 推 关系 等 ,是 
递 推 关 系 中 的 几 个 基本 问题 . 

本 章 首 先 讨 论 递 推 关 系 的 建立 问题 ,然后 对 一 些 常见 的 递 推 
关系 作 比 较 深 入 的 讨论 ,并 给 出 其 解法 ， 


4.1 递 推 关系 的 建立 


在 3.3 节 中 讨论 集合 人 ,2,…,n}) 的 错 排 数 DD, 时 ,我 们 建立 了 
关于 DD, 的 递 推 关 系 
| (zz 一 1(D + DD-:) (之 3)， (4.1.1) 
Di = 0, D, = 1, 
并 由 此 推出 了 
| (一 1)”(n 守 2)， (4.1.2) 
站 一 0. 
等 式 (4.1.1) 和 等 式 (4. 1. 2) 都 是 递 推 关 系 的 例子 . 等 式 (4. 1.1) 给 
出 了 za 元 错 排 数 D, 同 > 一 1 元 错 排 数 及 ”一 2 元 错 排 数 Ds 之 间 
的 关系 ,这 样 ,由 初 值 DP, 和 D; 就 可 以 计算 出 D;, 由 D; 和 Ds 又 可 
以 计算 出 DP,, 如 此 可 以 逐 深 计算 出 错 排 数 序列 DD ,DD,, DD,,-…. 而 
等 式 (4. 1.2) 给 出 了 4 元 错 排 数 D; 同 x 一 1 元 错 排 数 DD ,之 间 的 
关系 ,这 样 由 初始 值 D, 就 唯一 地 确定 了 错 排 数 序列 . 
定义 4.1.1 给 定 一 个 数 的 序列 妃 (0), 理 (1)，…, 百 Ca)，…， 
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若 存 在 整数 mm 使 当 z 关 mo 时 ,可 以 用 等 号 (或 大 于 号 ,小 于 号 ) 将 
态 (n) 与 其 前 面 的 某 些 项 态 G) (0 蕊 i 之 n) 联 系 起 来 ,这 样 的 式 子 
就 叫做 递 推 关系 ， 

下 面 通过 几 个 例子 来 看 看 如 何 建立 递 推 关系 ,至 于 递 推 关 系 
的 求解 ,将 在 后 面 的 几 节 中 讨论 . 

例 1(Hanoi 塔 问题 ) 现 有 A4A,B8,C 三 根 立 柱 以 及 nn 个 大 小 
不 等 的 中 空 圆 盘 ,这 些 圆 盘 自 小 到 大 套 在 4 柱 上 形成 塔 形 ,如 图 
4. 1.1T 所 示 . 要 把 n 个 圆 盘 从 4 柱 上 搬 到 C 柱 上 ,并 保持 原来 的 硕 
序 不 变 , 要 求 每 次 只 能 从 一 根 立 柱 上 拿 下 一 个 圆 盘 放 在 男 一 根 立 
柱 上 , 且 不 允许 大 盘 压 在 小 盘 上 ., 问 至 少 要 搬 多 少 次 ? 


A 五 三 
图 4.1.1 
解 ” 记 ze) 为 个 圆 盘 从 4 柱 搬 到 C 柱 所 需 的 最 小 次 数 . 
整个 搬 动 过 程 可 以 分 成 三 个 阶段 : 
(1) 将 套 在 4 柱 上 面 的 > 一 1 个 圆 盘 从 4 柱 按 要 求 搬 到 B 
柱 , 搬 动 次 数 为 An 一 1)， 
(2) 把 4 柱 上 最 下 面 的 那个 圆 盘 搬 到 C 柱 上 , 搬 动 次 数 为 1 
(3) 把 B8 柱 上 的 一 1 个 圆 盘 按 要 求 搬 到 C 柱 上 , 搬 动 次 数 为 
fn—1). | 
由 加 法 原则 知 
fn) = 2f(n 一 1) 十 1， 
又 显然 /(1)=1, 所 以 有 如 下 带 有 初 值 的 递 推 关系 : 
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fln) 一 2802 一 1 十 1， 
f(1) =1. 
例 2 在 信道 上 传输 由 a,5,c 三 个 字母 组 成 的 长 为 的 字符 
串 ,车 字符 串 中 有 两 个 a 连续 出 现 , 则 信道 就 不 能 传输 . 令 f(x) 表 
示 信 道 可 以 传输 的 长 为 ”的 字符 串 的 个 数 , 求 i(n) 满 足 的 递 推 
和 解 ” 信 道上 能 够 传输 的 长 度 为 x (n 实 2) 的 字符 串 可 分 成 如 下 
四 类 ，; | ， 
(1) 最 左 字符 为 6; 
(2) 最 左 字符 为 c; 
(3) 最 左 两 个 字符 为 ap; 
(4》 最 左 两 个 字符 为 ac. 
如 图 4. 1. 2 所 示 , 前 两 类 字符 串 分 别 有 f(n 一 1) 个 ,后 两 类 字 
符 串 分 别 有 f(x 一 2) 个 . 容易 求 出 f(1) 二 3,f(2)=8, 从 而 得 到 
= 2f(2— 1)+ 2ftn— 2) (n> 3), 
/(1) = 3, f(2) 一 8. 


nn 一 1 n—2 
el | BE 
n—1 Se | 


图 4.1.2 
例 3 考虑 0,1 字符 串 中 “010” 千 串 的 相继 出 现 问题 . 例如 ， 
在 110101010101 中 ,我 们 说 *010” 在 第 5 位 和 第 9 位 出 现 ,而 不 是 
在 第 7 位 和 第 11 位 出 现 ,在 整个 字符 串 中 “010” 共 出 现 两 次 . 计算 
# 位 0,1 字符 串 中 “010” 子 串 在 第 位 出 现 的 字符 串 有 多 少 ? 
解 ” 设 “010” 子 串 在 第 x 位 出 现 的 长 为 4 的 0,1 字符 串 的 个 
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数 为 F(z), 则 显然 .7F(3)==1,AF(4) 一 2, 805) 一 3. 
最 后 3 位 是 “010” 的 位 0,1 字符 串 有 2" 个 ,其 中 “010” 在 
第 x 位 出 现 的 字符 申 有 f(x) 个 .“010” 不 在 第 4 位 出 现 , 当 且 仅 当 
最 后 5 位 形 如 “01010”, 并 且 “010” 在 第 x 一 2 位 出 现 , 所 以 这 类 字 
符 串 共有 f(n 一 2) 个 .从 而 有 
(f= 2 fn 2) (n> 5), 
(fC3) = 1, f(4) = 2. 
例 4 设 P 是 平面 上 个 连通 区 域 Di,D;,…,DD, 的 公共 交 
界 点 ,如 图 4. 1. 3 所 示 . 现 用 种 颜色 对 其 着 色 , 要求 有 公共 边界 
的 相 邻 区 域 着 以 不 同 的 颜色 , 令 7(n) 表 示 不 间 的 着 色 方 案 数 , 求 


它 所 满足 的 递 推 关 系 . 


图 4.1.3 
解 ” 将 所 有 满足 要 求 的 着 色 方 案 分 成 两 类 (n 宇 4)， 
(i) DD; 与 D.-! 同 色 . 此 时 ,D. 有 天 一 1 种 着 色 方案 . 可 将 D 与 
,-: 看 成 相 邻 区 域 , Di ,D: ,… ,D， :的 着 色 方案 数 为 Fn 一 2). 故 
此 类 着 色 方 案 数 为 (一 L)7F(z 一 2). 
C11) Di 与 DD,- 1 异 色 . 此 时 ， D,. 有 一 2 种 着 色 方 案 . XD ,D,, 
Di 用 上 种 颜色 着 色 的 方案 数 为 了 (n 一 1), 故 此 类 着 色 方案 数 
yp 2)F(n—1). 
而 容易 求 得 (2) 二 (一 1) ,了 (3)= 二 (4 一 1)《 一 2), 从 而 有 
ps = kk— Df — 2) + 2 1) (n> 4), 
f(2) = kk m1), f(3) = RC 一 1)( 一 2). 
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例 5 设 扎 是 一 具有 乘法 运算 的 代数 系统 ,乘法 不 满足 结合 

律 ,用 zy 表示 工 对 y 之 积 . 刀 果 
Ti Xi yy ZE 区 

而 且 这 ”个 元 素 依 上 面 列 出 的 顺序 所 能 作出 的 一 切 可 能 的 积 彼此 
不 同 ,其 个 数 记 为 Faz), 求 fln) 满 足 的 递 推 关系 . 

解 ”例如 ,对 于 zzzEX, 符 合 题 意 的 积 有 2 个 ; 

《ZIT22Z3， TI CT2T3), 

所 以 13) 二 2. ne 

如 果 在 zira…z。 的 某 些 字母 间 加 上 括号 ,但 不 改变 字母 间 的 
相互 位 置 关 系 ,使 得 这 个 字母 间 的 乘法 可 以 按 所 加 括号 指明 的 
运算 方式 进行 运算 ,那么 fn) 就 是 加 括号 的 方法 的 个 数 . 

最 外 层 的 两 对 括号 形 如 

(Tt) TT) (1 Er 1), 
当 r 二 1 或 n 一 1 时 ,通常 简 记 为 
XTX) = CT Ta ), 
《Zr 1) Ts = CT 1 ) CK). 
在 前 一 个 括号 中 有 f(r) 种 加 括号 的 方法 ,在 后 一 个 括号 中 又 有 
了 ln 一 r) 种 加 括号 的 方法 , 当 r 遍历 1,2,…,n 一 1 时 ,就 得 到 
f= ff 一 1) + fF 一 2) 十 … 
十 fa — 2)f(2) 十 Fa 一 1)70) 


pe ee 
初始 值 为 
f{1) =1,7f(2)=1. 


4.2 常 系数 线性 齐 次 北 推 关系 的 求解 


定义 4. 2.1 设 站 是 给 定 的 正 整 数 , 若 数列 CO) 71， 
fln),… 的 相 邻 十 1 项 间 满 足 关系 
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f= on 1) cd) fn 一 2)》 十 … 
+ cn) fn — k) + gln), (4. 2. 1) 
对 mn 之 成立, 其 中 cn) 半 0, 则 称 该 关系 为 {fr)} 的 & 阶 线性 递 
推 美 系 . 如 果 cn) ,cstn),… ,csln) 痢 是 常数 , 则 称 之 为 阶 常 系 
数 线性 递 推 关系 . 如 果 gz 一 0* 则 称 之 为 齐 次 的 . 
如 果 有 一 个 数列 代入 递 推 关 系 (4. 2. 1) ,使 得 其 对 任何 之 
都 成 立 , 则 称 这 个 数列 是 递 推 关 系 (4. 2. 二 ) 的 解 . 
常 系数 线性 齐 次 递 推 关系 的 一 般 形式 为 
Ca) 一 ca 1) +efln 一 2) 十 和 … 
十 cargon 一 天) nk, cA 0), (4. 2. 2) 
定义 4.2.2 方程 
Xr 1 一 ct 一 一 C 人 一 0 (4.2.3) 
叫做 递 推 关 系 (4. 2, 2) 的 特征 方程 . 它 的 二 个 根 91,9:,… ,qi4( 可 能 
有 重 根 ) 叫 做 该 递 推 关 系 的 特征 根 ,其 中 ,gq; (i =1,2,*…,) 是 
复数 . 
引 理 4.2.1 . 设 是 非 零 复数 , 则 f(rn)==q" 是 递 推 关 系 
《4. 2.2) 的 解 , 当 且 仅 当 gq 是 它 的 特征 根 ， | 
证 明 设 f(n)=gqg" 是 递 推 关系 (4.2.2) 的 解 ， 即 
二 0g 十 cq" 十 下 十 cq9” (nr 之 此 )， 
因为 g 关 0, 所 以 
4 二 gr 1 十 csqg* 十 … 十 Ciy 
即 9 是 递 推 关 系 (4. 2. 2) 的 特征 根 .反之 亦 然 . 
引 理 4. 2.2 ”如果 (n),hs(n) 都 是 递 推 关 系 (4.2.2) 的 解 ， 
bis6b2 是 常数 , 则 六 PCz) 十 如 pz) 也 是 递 推 关系 (4. 2. 2) 的 解 . 
证 明 因为 h(n) ,h(n) 都 是 递 推 关 系 (4. 2. 2) 的 解 ， 所 以 
bh Cn) + bh,Cn) 
= bchitn Om 1) + ch(n 一 大) 
十 [chaln CO— 1) 二 十 ciheln — ££)] 
= cbh ln Oo 1) + Bhsln 一 1)] 十， 
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十 cs[5ACa 一 站) + bohaln — £)], 
从 而 如 h(n) 十 bzhs(n) 也 是 递 推 关 系 (4. 2 2) 的 解 . 

由 引 理 4.2.1 和 引 理 4.2.2 知 , 若 gq1,q;,… ,qi 是 递 推 关系 

(4. 2. 2) 的 特征 根 sb ,bs > sb 是 常数 ,那么 
fn) = bg bgs" + 二 bg." 
也 是 递 推 关系 (4. 2. 2) 的 解 . ; 

定义 4. 2.3 如 果 对 于 递 推 关系 (4. 2. 2) 的 每 个 解 h(n) ,都 可 

以 选择 一 组 常数 cy ,cz ,…，cw ,使 得 

h(n) = eg + ce gz’ + 二 ci' qr 
成 立 , 则 称 big1” Tb2q7 二 十 Pigi 是 弟 推 关系 (4. 2. 2) 的 通 解 ,其 
中 ,61,65:，… 为 任意 常数 ， 

定理 4.2.1 设 gg:，…ee 是 递 推 关系 (4. 2.2)? 的 大 个 互 不 
相等 的 特征 根 , 则 

ftn) = eg” 十 sg 十 … 十 Ge 
是 递 推 关 系 (4. 2. 2) 的 通 解 . 

证 明 由 前 面 的 分 析 可 知 A(z) 是 递 推 关 系 (4. 2.2) 的 解 . 设 
hn) 是 这 个 递 推 关 系 的 任意 一 个 解 , 则 有 cn) 由 个 初 值 h(0) 
三 aos;h(1) 二 Qi ,hE 一 1) 二 as-1 唯 一 地 确定 ,所 以 有 

后 十 如 十 一 十 刀 二 a0， 

big' 二 boQz 十 :十 Big = ai, (4. 2. 4) 

OQ! 二 bagel 二 十 Bq! = Qnr). 
如 果 方 程 组 (4. 2, 4) 有 了 唯一 解 加 ' ,68s ,… ,bs' ,这 说 明 可 以 找到 个 
常数 和 ,pr ,… ,bi' ,使 得 

h(n) = bq 十 Bo gz” 十 … 十 by qn" 
成 立 , 从 而 已 人 十 bg2 十 … 十 pg 是 该 递 推 关系 的 通 解 . 考察 方 
程 组 (4. 2. 4) , 它 的 系数 行列 式 为 
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"|= 1 -0 
人 a : lj 
gd ga) ee ge) 
这 是 著名 的 Yandermonde 行列 式 . 因为 g, ,gs，… ,qs 互 不 相等 ,所 
以 该 行列 式 不 等 于 零 , 这 也 就 是 说 方程 组 (4. 2. 4) 有 了 唯一 解 . 
例 1 求解 4.1 节 例 2 中 的 递 推 关 系 
fln) = 2f(n— 1) 2fn 一 2)， 
ti) = 3, f(2) = &. 
解 ” 先 求 这 个 递 推 关 系 的 通 解 . 它 的 特征 方程 为 
Xz:—2r~—2=0, 
解 这 个 方程 ,得 
TI=1l+vV3,7z=1~V3, 
所 以 , 通 解 为 
fln 一 ci 十 Y37》 十 cs(1 一 3 
代入 初 值 来 确定 cl 和 cz, 得 
人 十 3) 十 cr 一 3)=3， 


cftl 二 ww3)2 十 cl 一 37 一 8. 


求解 这 个 方程 组 ,得 
hi ae, 
i 2V3 
因此 ,所 求 的 字符 串 个 数 为 
2 i 
fn) 373 (1 十 Vv 3)" 十 2 《1 一 3) 
Ca = 1,2,…)， 


例 2 核反应 堆 中 有 = 和 月 两 种 粒子 ,每 秒 钟 内 一 个 a 粒子 可 

友 应 产生 三 个 BB 粒子 ,而 一 个 BB 粒子 又 可 反应 产生 一 个 a 粒子 和 

两 个 B 粒 子 . 者 在 时 刻 上 一 0 时 反应 堆 中 上 只 有 一 个 a 粒子, 问 :一 
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100 秘 时 反应 堆 中 将 有 多 少 个 a 粒子 ? 多 少 个 有 粒子 ? 共有 多 少 个 


粒子 ? 


解 ” 设 在 1 时 刻 的 a 粒子 数 为 1(2),B 粒 子 数 为 g (4) ,根据 题 


设 ,可 以 列 出 下 面 的 递 推 关 系 : 
g(t) = 3f(t—1)++2g8(t 1) 4 之 1)， 
le 一 有 EL 一 1) 人 之 1)， 
8g(0) = 0, f(0) 一 1 
由 (4. 2.6) 式 得 到 
f(t—1)= g(t — 2), 
把 这 个 等 式 代入 (4. 2. 5) 式 ,得 
8(t) = 3g(t — 2}+ 2g(t — 1) 仁之 2)， 
ss = 0, g(1) = 3. 
递 推 关系 (4. 2.7) 的 特征 方程 为 
zZ2 一 2r 一 3 一 0， 
其 特征 根 为 
TI! 二 3, X, 一 一 ]. 
所 以 ,该 递 推 关 系 的 通 解 为 
g(t) 一 cl。3: 十 ce (一 1) 
代入 初 值 g(0)==0,g(1) 二 3, 得 
十 cs 二 0， 


3c 一 cz 一 3， 


解 这 个 方程 组 ,得 
人 
1 4 9 C2 一 4 
所 以 ,该 递 推 关系 的 解 为 


一 3 s 23: 一 3 CE . 
g(t) = 4 3 4 (— 1)’, 


《4, 2.5) 
《4, 2. 6) 


(4.2.7) 
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一 一 _3 .ar _ 3 了。 Si 一 ] 
7 一 gG 一切 一 二 "3 一 二 (一 1 


Fo +g) 
十 二 3 一 于 (一 1 
二 名 
因此 z 
fQ100) 一 写 ，3% 一 六 (一 DD” 
= 计 (3” 十 1) ， 
5(100) 一 号 .3m 一 羡 (一 TD 
= (3 一 1)， 
故 


(100) + gt100) 一 3", 
对 于 名 阶 常 系数 线性 齐 次 递 推 关系 , 当 特 征 根 9;,9s:… ,qs 都 
不 相等 时 ,我 们 已 经 给 出 了 求 通 解 的 方法 但 是 , 当 qird2'""" ds 中 
有 重 根 时 ,这 种 方法 就 不 适用 了 , 换 句 话说 ,cig1" 十 czqs" 十 … 十 ciq* 
就 不 是 原 递 推 关 系 的 通 解 了 . 请 看 下 面 的 例子 . 
例 3 求解 递 推 关系 
fln) = 4f0n om 1) ~— 4f(n CO— 2), (4. 2. 8) 
f(0) = 1, f(1)= 3. | 
解 ” 递 推 关 系 (4. 2. 8) 的 特征 方程 为 
42 一 47 十 4 一 0， 
其 特征 根 为 
XI = Xs 一 2. 
由 定理 4. 2.1, 可 知 2" 是 递 推 关 系 (4. 2,8) 的 解 (不 考虑 初 值 ). 我 
们 不 妨 试 试 n2" ,把 它 代 入 (4.2,8) 式 ,得 
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712 一 4 为 一 1)27 :+ 4 CO 2)2" 7 
一 ?2 一 (一 1)2 + (x — 2)2” 
= 2"[n 一 2(02 一 1) 十 (2 一 2)] 
一 0， 
这 说 明 za2" 也 是 递 推 关系 (4. 2.8) 的 解 , 易 知 n> 与 2" 线性 无 关 ， 
所 以 原 递 推 关 系 的 通 解 为 
fn) = ec,2° 十 cam2"， 
代入 初 值 f(0)=1,f(1)==3, 得 
51 一 ]， 
十 2cs* 一 3， 
解 这 个 方程 组 ,得 
1 


ci 一 5 C2 = 


2 
所 以 , 原 递 推 关 系 的 解 为 
fn) 一 2 十 2 in. 
设 递 推 关系 
fm) 一 af 一 1) 十 azfn 一 2) 十 … 十 an 一 大 ) 
(nk, as ¥ 0) 


的 特征 方程 为 
XO 0， 
令 
P(X = 7 ar laa 
P(r)= x + POr) 
= 7 a ad. 


如 果 g 是 PCz)=0 的 二 重 根 , 则 9 也 是 P,(zx) ==0 的 二 重 根 ,那么 
g 也 是 P,' (x)==0 的 根 . 其 中 ;P,' (zx) 是 P,{z) 的 微 商 , 即 
Ps KZ 一 PT aan 一 1)7 一 Ga 人 (天 一 2 
ain — kr 人 1. 
因此 ,g 是 xP: (zx) 二 0 的 根 . 而 


139 


TIP, (T= nr 一 Ci 一 1 一 Ge 人 一 2)T 
一 … 一 4 人 一 下)T 


代入 工 二 g ,得 


0 一 md 一 Qt 一 1)9 


:一 co(2 一 229 
一 … 一 ae(i Rg 
这 说 明 ng" 是 原 弟 推 关 系 的 解 . 

类 似 地 可 以 证 明 , 如 果 g 是 Ptr)=0 的 三 重 根 ,那么 9g 就 是 
ZXP.' (zx) 二 0 的 二 重 根 , 即 4g 是 zxzP,' (xr)=0 和 xr[zxPJ《x)] ==0 的 
根 , 从 而 证 明 ng" ,ng" 也 是 原 递 推 关 系 的 解 . 

一 般 地 ,可 以 证 明 以 下 的 结论 :如 果 & 是 已 (z)=0 的 e 重 根 ， 
则 9 ogg 都 是 原 递 推 关 系 的 解 . 

定理 4.2.2 设 gi,q,…，9 是 递 推 关 系 (4. 2. 2) 的 全 部 不 同 
的 特征 根 , 其 重 数 分 别 为 eyez,，…，e (Ce 十 ea 十 … 十 ea 一 她 ,那么 递 
推 关系 (4. 2. 2 的 通 解 为 

fm) = fr) + fn) 十 … 十 六 Cn)， 
其 中 
万 Ca) 一 (Bb 十 玉环 十 … 十 bn ) gq" (Si). 
证 明 由 前 面 的 讨论 知 
fn) = fin) t+ faln) t+ t+ fln) 
是 递 推 关系 (4.2.2) 的 解 . 再 由 初 值 f(0)= 6, 了 (1) 二 a1,*…， 
7 一 1) 一 at 得 到 关于 已 (111, 1 信 jSe;) 的 联 立 方程 组 ,其 
系数 行列 式 的 值 ( 证 明 略 ) 为 
I (~ a)(Y) 1 (gj — g's #0, 
故 可 由 初 值 唯 一 地 确定 如 .这 说 明 递 推 关系 (4.2. 2) 的 任意 解 均 
可 写成 


fln) = 和 由 (n) 
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的 形式 ,其 中 ,大 (we) 如 前 所 示 . 


例 4 求解 递 推 关 系 
fn) 一 一 Fo 一 1) 二 37 一 2) 十 5 一 3) 
| 十 2f{n 一 4)， 
f(0)=1,/(1)=0, f(2)=1, /(3)= 2. 


解 ” 该 递 推 关 系 的 特征 方程 为 


24 十 zs 一 3z2 一 5 一 2 一 0， 


其 特征 根 为 
TI 二 Xi 二 Tw 二 一 1，Zz 一 2. 
由 和 定理 4. 2. 2, 对 应 于 z= 一 1 的 解 为 
fitn) 一 cl 一 1 十 ca 一 1) cn (— 1)", 
对 应 于 zx 一 2 的 解 为 
Cn) = co". 
因此 , 递 推 关 系 的 通 解 为 
f= f(tn) + fln) 


ci 一 1)* 十 con(— 1)"” 十 Cn (— 1)" 十 Ca2", 


代入 初始 值 ,得 到 方程 组 
ci 十 cf 一 1， 
一 5 一 人 一 上 十 2c 一 0， 
cl 十 2c: 十 4ci 十 dc 一 1， 
一 C 一 3c 一 9cs 十 8cs 一 2， 


解 这 个 方程 组 ,得 
二 
i 9 2 37 3 pi 9° 
所 以 , 原 递 推 关系 的 解 为 


pe OY. CP ee 
fn) 一 《一 1) 5 (— 1) 3 十 本 2 
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4.3 常 系数 线性 非 齐 次 递 推 关 系 的 求解 


& 阶 常 系数 线性 非 齐 次 弟 推 关系 的 一 般 形 式 为 
fn)= ofn— 11) +eftn om 2) + cf nn — £) 


二 gtn) (n > 8), (4. 3.1) 
其 中 ,esess-… ,cs ee 递 推 关系 (4. 3. 1) 对 应 
的 齐 次 递 推 关 系 为 

fn =cfn 1) +efln om 2 + ofln— k). 
(4. 3.2) 


定理 4.3.1 大 阶 常 系数 线性 非 齐 次 递 推 关 系 (4. 3, 1) 的 通 解 
是 递 推 关系 (4, 3, 1) 的 特 解 加 上 其 相应 的 齐 次 递 推 关系 (4. 3. 2) 的 
通 解 ， 

证 明 设 (n) 是 递 推 关系 (4. 3.1) 的 特 解 , P(z) 是 递 推 关 
系 (4. 3. 2) 的 通 解 , 则 

f'n) — fn)= [cf (nm 1)+ef' ln — 2) 

十 十 cn 一 k) 二 gCn)] 
+ [con 一 1) 十 car — 2) 
十 … 十 crkna 一 有 )] 
一 ciL 琅 人 一 1) 十 产 (一 1)] 十 … 
+ elf i Cn kt fn 一 到 )] gn). 
所 以 ,了 (rn) 十 产 (n) 是 递 推 关 系 (4. 3. 1) 的 解 . 

反之 , 任 给 递 推 关 系 (4. 3.1) 的 一 个 解 Fr) ,与 上 类似, 可 以 
证 明 An) 一 疡 (2 是 递 推 关 系 (4, 3.2) 的 解 ,从 而 As) 可 以 表示 
成 产 (n) 与 递 推 关 系 (4. 3. 2) 的 解 之 和 . 

综合 以 上 分 析 , 定 理 成 立 . 

对 于 一 般 的 g(x) ,& 阶 常 系数 线性 非 齐 次 递 推 关系 (4. 3. 1) 
没有 普遍 的 解法 ,只 有 在 某 些 简单 的 情况 下 ,可 以 用 待定 系数 法 求 
出 递 推 关系 (4, 3. 1) 的 特 解 . 表 4. 3.1 对 于 几 种 g(x) 给 出 了 递 扒 
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关系 (4. 3. 1) 的 特 解 广 (n) 的 一 般 形式 ， 


表 4.3.1 
gn) 特征 多 项 式 P(x) 特 解 广 (n) 的 一 般 形 式 
P{P)#0 cp 
是 P(x)=0 的 m 重 根 211 人 
PIl)AO pnb nn 十 十 加 于 十 2 

1 是 P(r) 二 0 的 x 重 根 nn" (bn 十 N11 十 … 十 bin 十 bo》 

有 PIB)A0 (hn tb nn bn bP 
we 8 是 PKz)=0 的 产 重 根 | nC6n' 十 6,_in! 十 十 bn 二 bo) 所 


例 1 求解 递 推 关 系 
fln) = 2f(n— 1)+4 
f(0) = 1. 
解 因为 4 不 是 特征 方程 的 根 , 所 以 该 递 推 关 系 的 非 齐 次 特 
解 为 4 ae. 将 其 代入 递 推 关 系 , 得 
4 CQ 一 2.4" 2 十 各 1， 
比较 等 式 两 边 4 :的 系数 ,得 


4 =a+1， 
从 而 


而 相应 齐 次 递 推 关系 的 通 解 为 2'c, 由 定理 4. 3.1 知 , 非 齐 次 递 推 
关系 的 通 解 为 
ja) = Ze + 4 2. 
由 初 值 /(0) ==1, 得 
20c 十 4 1 ,2 一 1， 
从 而 


c 二 二 
2 
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故 
fn) = 二 十 4 
例 2 求 和 14 十 24 十 … 十 到 ， 
解 人 
Fa) 一 1 十 2 十 … 十 zt 
它 满足 递 推 关 系 
fn) = fn 1) +nt, 
na 一 0. 
因为 1 是 特征 方程 的 一 重 根 , 所 以 该 递 推 关 系 的 特 解 为 
nbnt 十 Bn’ 十 ban? + bin tt bo), 
将 其 代入 递 推 关 系 , 并 比较 等 号 两 边 x'(0 志 i 二 4) 的 系数 ,得 到 
一 5 十 六 十 1 一 六 ， 
105, 一 48; + bs = b,, 
102 二 66; 一 36s 十 记 一 局， 
564 一 46; + 36: + 26, + bo = bo, 
一 到 十 全 一 成 十 而 一 如 二 0. 


解 得 
dl: = 三 由 = 2 
如 一 询 ' 名 一 0; 扣 一 训 ' 久 一 到! 名 二 训 ， 
即 非 齐 次 特 解 为 
f'(n) = 30 Cn 十 15ms 二 10n? 一 1). 
而 相应 齐 次 递 推 关 系 的 通 解 为 
fn) = lc. 


由 定理 4. 3. 1 知 , 非 齐 次 通 解 为 
fln)= fn) + fn) 


二 50(6m 十 15rz3 十 10n? 一 1)， 


又 由 f(0)==0 可 求 得 c=0, 故 
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fn) = (6m 十 15ma 十 10n2 一 1) 
=- 2500 十 1)(22 十 1)(322 十 32 一 1). 


例 3 求解 递 推 关系 
一 4 一 1) 十 47m 一 2) 一 1 2 
f(0) =0, f(D) =1. | 
解 ” 由 于 2 是 特征 方程 的 二 重 根 , 所 以 该 递 推 关 系 的 符 解 为 
Tn) = bn tb) + 2". 
将 它 代入 递 推 关 系 , 并 比较 等 号 两 边 的 系数 及 常数 项 ,得 到 


GD 二 1， 
gE GD 十 22， 一 0， 


解 得 
一 上 一 工 
bo 一 EM 已 一 6° 
而 相应 齐 次 弟 扒 关系 的 通 解 为 (co 十 cin》* 2*, 从 而 非 齐 次 递 推 关 
系 的 通 解 为 


f(tn) 一 | 十 cn) 十 n? 


下 
区 十 | | 2", 
再 由 初 值 f(0) 一 0,f(1) ==1, 求 得 co==0,c1 二 一 证- 于 是 
fn) 一 言 Ga 十 3 一 7) 。2". 
例 4 求解 Hanoi 塔 问 题 满足 的 递 推 关 系 
Fr) 一 2 一 1) 十 1， 
1(0) 一 0， 
解 ” 相 应 的 特征 方程 为 zx 一 2, 故 齐 次 解 为 2". 设 非 齐 次 特 解 
为 ,代入 原 弟 推 关 系 , 得 
b— 2p 一 Ls 
所 以 特 解 为 5== 一 1. 根据 前 面 的 分 析 ,可 知 该 递 推 关系 的 通 解 为 
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nm) 一 2rc 一 1 
代入 初 值 fo) 一 0;, 得 c= 一 1. 所 以 
na 一 2 一 1 


4.4 用 迁 代 归纳 法 求解 谦 推 关系 


迭代 归纳 法 也 是 求解 递 推 关系 的 一 种 方法 ,尤其 对 于 某 些 非 
线性 的 递 推 关系 ,不 存在 求解 的 公式 ,不 妨 用 这 种 方法 来 试 一 试 . 


下 面 通过 几 个 例子 来 说 明 . 
例 1 求解 递 推 关 系 
0 二 f(n 一 1) 十 nn， 
f(0) = 0. 


解 ” 先 用 近代 法 求解 该 递 推 关系 ,得 
fn)= fn 1)+n 
一 f(n 一 2 二 (m1) 二 + 


二 /1) 十 2 十 下 十 (一 1)3 十 ns 
一 -0 十 十 笃 十 十 人 一 1 十 于 
一 了 十 条 十 十 人 一 1 十 和 天. 
能 和 否 找到 .Fez)? 的 一 个 简单 表达 式 呢 ? 为 此 ,我 们 考察 该 数列 
的 前 5 项 ,得 
f(0)= 0= 0, 
f(1)= 1 =1=1, 
(2) 一 下 十 入 一 9 一 3 
= (2) 
(3) 一 1 十 2 十 3 一 36 一 6 
一 《1 十 2 十 3)?， 
(4) 一 1 十 2 十 3 十 4 一 100= 一 103 
一 (1 十 2 十 3 十 4):， 
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由 此 ,我 们 得 出 f(x) 的 前 5 项 满足 
fln)= (0+1+ 二 +n) 


_ mn 二 1) 
了 


要 证 明 上 式 的 确 是 原 递 推 关系 的 解 , 我 们 用 归纳 法 . 
当 == 一 0 时 ,fF(0) = 二 0, 上 式 成 立 . 
假设 ”一 上 时 上 式 成 立 , 即 
RYE Fk + 1):， 


则 由 递 推 关系 ,有 
/十 1) 二 (RR) 十 (全 十 1) 


三 pe 十 1 二 (十 1) 
= T(t DE +2) 
故 由 归纳 法 知 
ja) 一 Fn + 1 
是 原 递 推 关系 的 解 . 
进 代 法 并 不 仅仅 局 限于 如 例 1 所 示 的 直接 导出 fx) 的 表达 


式 . 利用 移民 法 ,还 可 以 先 将 原 递 推 关 系 化 简 ,然后 再 求解 
(1) 将 非 齐 次 递 推 关 来 齐 次 化 . 


例 2 求解 递 推 关系 
fln) = 2f (x — 1) + 4-1, (4. 4.1) 
f(1) = 3. 


解 ” 由 递 椎 关系 (4. 4.1) 可 以 得 到 
fn Oo 1) = 2/ — 2) 4, 
将 上 式 乘 以 一 4 后 再 与 (4. 4. 1) 式 相 加 ,得 
fF) = 6ftn— 1)— 8f(n — 2). (4. 4. 2) 
如 此 我 们 得 到 了 二 阶 齐 次 递 推 关 系 (4. 4. 2), 它 需要 两 个 初 值 才能 
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确定 解 ,将 /(1)=3 代入 递 推 关系 (4. 4.1) ,得 
f(2) = 2f(1)++ 4 = 10. 


所 以 有 
fn) = 6f(n— 1) ~— 8f/(n— 2), 
f(1) = 3, /(2) = 10. 
它 的 特征 方程 为 
Xx 一 67 二 8 二 0， 
解 得 两 个 特征 根 为 
XI = 2, Xs = 4， 
于 是 , 通 解 为 


fl(n)= A.2+4B. 4d", 
由 初 值 (1) 二 3,/(2) 一 10, 求 得 4 二 8 二 广 , 故 
a 于 (2 十 4)， 


(2) 将 变 和 素数 的 一 阶 线性 弟 推 关 条 化 为 党 条 数 线性 递 失 
关 条 ， 
例 3 求解 递 推 关系 


= lf 一 1) 十 1， 
f(t0) 一 1. 
解 令 
nn 十 1 n 
Ca) 一 Dy Pe I“ hn) 
> 人 二 lj cn), 
代入 上 述 递 推 关 系 并 化 简 , 即 得 到 关于 (nn) 的 递 推 关 系 
生 _ 人 
jh 一 h(n 一 1D+7 


[noy 一 1， 
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解 得 


Er 2 
h(n) = 2 i 
6 | 


从 而 
fm) -1 
一 般 地 , 阁 
fa) = ce) fn 1) + gn), 
今 
fn) = co)eln — 1)c( h(n), 
则 有 


h(n) 一 Arz 一 1) 十 一 gn) 


cnyctn — 1)°c(1)” 
它 把 变 系数 化 为 常 系数 . 
(3) 将 一 阶 高 次 递 推 关系 通过 变量 代 换 化 为 一 阶 线性 递 扒 


关系 . 
例 4 求解 递 推 关系 
= 3fF(n 一 1)， (4. 4. 3) 
f(0) = 1. 


解 ” 对 递 推 关 系 (4. 4. 3) 两 边 取 对 数 ,得 
lgf(n) = lg3 + 2lgf (x 一 1)， 
令 h(n) 二 lgf(n) ,得 
= 2h(n 一 1) 十 1g3， 
h(0) = 0. 
解 得 
hln) = (2" — 1)lg3, 
从 而 
f(n) = 377, 
最 后 ,作为 一 个 应 用 ,我 们 来 讨论 快速 排序 算法 的 平均 复杂 
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度 . 关于 快速 排序 算法 在 最 佳 情况 下 和 最 坏 情 况 下 的 复杂 度 ,一 般 
的 《数据 结构 3 教材 中 都 有 讨论 ,请 参阅 有 关内 容 . 
例 5 估计 快速 排序 算法 的 平均 复杂 度 . 
解 ” 设 要 排序 的 数 为 zxr,*zrH，…zr 将 快速 排序 算法 记 作 
QnuicksortC 2) ,该 算法 的 描述 如 下 : 
(1) 者 f 之 4, 则 算法 结束 ; 
(2) ze 十 1 
当 <zr 时 ,做 ;< 十 1 (从 左 到 右 找到 大 于 zj 的 第 一 
个 数 £1); 
J 
当 zj>x/ 时 ,做 j= 一 j 一 1 (从 右 到 左 找 到 小 于 zj 的 第 一 
个 数 Tj)s 
(3) 当 zi< 时 ,做 二 >2z zi 和 > 交换 ),t<z 十 15 
当 m<zr 时 ,做 ii 十 1， 一 1, 转 (3)4 
当 zj>zr 时 ,做 J7 一 1, 转 (3); 
xzr< Zi 把 zr 放 好 ,将 原来 的 序列 划分 成 两 个 序列 )， 
(4) Quicksort(f,j 一 1)《 对 子 序列 递归 地 排序 )，; 
(5) Quicksort(j 十 1,2) (对 子 序列 递归 地 排序 ). 
例如 ,下 面 给 出 了 排序 13 个 数 的 一 个 实例 ,按照 算法 执行 步 
又 (1),(2) 和 (3), 各 步 交 换 的 结果 如 图 4. 4. 1 所 示 . 
不 难看 到 ,到 第 (3) 步 结束 时 ;xj4;，… sz: 分 别 与 ZXf 比较 了 
一 次 2 也 分 别 与 Xf 比较 了 一 次 ,而 zyzxi 各 与 Tf 比较 
了 两 次 ,这 盖 个 数 共 比 较 了 ”十 1 次 . 令 C, 表示 对 个 数 进行 快速 
排序 所 需 的 平均 比较 次 数 ,P, 表示 zj 为 第 * 个 最 小 数 的 概率 . 如 


果 假 设 对 任意 *, 这 个 概率 都 相等 , 即 P. 二 二 ,那么 有 


C= 忆 二 1 十 Ci， 十 C 


3 一 1 
2 #—( 
二 nn 十 1 十 7 
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即 
ee 
用 一 1 代替 ,得 四 
人 


5 一 D 


FF+1 工 A++2 Xs A: Ist+] Ee Xi I 

初 始 27 08 13 64 86 16 7 | 10 88 25 
i i 

第 一 次 交换 27 99 0 8 13 64 86 16 7 10 88 90 


yy 
第 二 次 交换 27 25 0 8 13 64 86 16 7 10 88 99 90 


第 三 次 交换 27 25 0 8 13 10 86 16 64 88 99 90 


第 四 次 交换 27 25 0 8 13 10 7 6 64 88 99 90 


第 五 次 交换 37 25 0 8 13 10 7 16 86 64 88 99 90 


划 分 116 25 0 8 13 10 7| 27 |86 64 88 99 90 


图 4.4.1 一 个 快速 排序 算法 的 实例 
把 上 面 两 个 等 式 相 减 ,得 
nC, — (nC 1)C 一 22 十 2C1， 


化 简 得 
PC = (n+ DC 2n. 
使 用 壕 代 法 ,得 
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而 由 图 4.4, 2 可 知 


1 ml+1 1 
一 3 下 <| Rt 
即 
%+1 1 
ks 3 * 
所 以 


C, 一 Onlogn). 
由 于 交换 的 次 数 小 于 比较 的 次 数 ,所 以 快速 排序 算法 的 平均 
复杂 度 就 是 O(zlogz)， 
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4.5 Fibonacci 数 和 Catalan 数 


Fibonacci 数列 和 Catalan 数列 是 递 推 关系 的 典型 问题 ,它们 
经 常 出 现在 组 合计 数 问题 中 ,而 这 两 个 数列 本 身 的 应 用 也 十 分 
广泛 ， 


4,. 5. 1 Fibonacci 数 


关于 Fibonacci 数列 的 问题 是 一 个 古老 的 数学 问题 , 它 是 由 意 
大 利 著名 数学 家 Fibonacci 于 1202 年 提出 来 的 . 这 个 问题 是 :把 一 
对 兔子 ( 崔 、 雄 各 一 只 ) 在 某 年 的 开始 放 到 国 栏 中 ,每 个 月 这 对 免 子 
都 生出 一 对 新 兔子 ,其 中 瞧 、 雄 各 一 只 . 从 第 二 个 月 开始 ,每 对 新 免 
子 每 个 月 也 生出 一 对 新 兔子 ,也 是 上 肉 、 梭 各 一 只 , 问 一 年 后 围栏 中 
有 多 少 对 兔子 ? 

对 于 # 一 1,2，……， 令 ftn) 表 示 第 nr 个 月 开始 时 围栏 中 的 兔子 
对 数 . 显然 有 /(1) 二 1,f(2)==2. 在 第 nn 个 月 的 开始 ,那些 第 nn 一 1 
个 月 初 已 经 在 围栏 中 的 免 子 仍然 存在 ,而 且 每 对 在 第 ”一 2 个 月 初 
就 存在 的 兔子 将 在 第 x 一 1 个 月 生出 一 对 新 兔子 ,所 以 有 

J 一 ya 一 1) 十 Fo 一 2) m3), (4.5.1) 
f(1) =1, f(2)= 2. 
这 是 一 个 带 有 初 信 的 递 推 关系 ,如 果 我 们 规定 (0)= 二 1, 则 递 
推 关系 (4. 5.1) 就 变 成 
人 Fn 一 1) 十 Fn 一 2) 人 2 闻 2)， (4.5.2) 
f(0)=1, 711) 一 1. 
满足 递 推 关系 C4. 5. 2) 的 数列 就 叫做 Fibonacei 数列 , 它 的 项 就 叫 
做 Fibonacci 数 . 
下 面 我 们 来 求解 这 个 递 推 关系 . 它 的 特征 方程 为 
Ti—zx—1=0, 


其 特征 根 为 
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所 以 , 通 解 为 
fn) 一 cl 


1 十 5 | 1 一 5 | 
2 + 3 上 
代入 初 值 来 确定 [二 和 cr 得 到 方程 组 


cl 十 ca 一 1， bw 
[fs 二 is, =1. 


解 这 个 方程 组 ,得 
< 
《1 2 多 
2 人 
人 

所 以 , 原 递 推 关系 的 解 为 

_ 1 ffL+Y5 111-Y51 
人 此 | 


(az 一 0,1,2，…). 

” Fibonacci 数 常 出 现在 组 合计 数 问 题 中 . 例如 ,用 多 米 诺 牌 (可 
以 看 作 一 个 2x1 大 小 的 长 方块 ) 完 全 覆盖 一 个 aaX2 的 棋盘 ,覆盖 
的 方案 数 等 于 Fibonacci 数 f(n). 如 图 4. 5. 1Ca) 所 示 ,如果 用 一 个 
牌 覆 盖 第 一 列 的 两 个 方 格 ,那么 番 下 的 是 (2 一 1》X2 的 棋盘 的 覆 
盖 问 题 . 如 图 4, 5. 1(b) 所 示 , 如 果 用 两 个 牌 黎 盖 第 一 行 的 前 两 格 
和 第 二 行 的 前 两 格 ,那么 剩 下 的 是 (* 一 2 X2 的 棋盘 的 覆盖 问题 ， 
由 加 法 原则 ,这 两 类 覆盖 的 方案 数 之 和 就 是 2 上 Xx2 的 棋盘 的 覆盖 方 
案 数 . 令 g(n) 表 示 2X2 的 棋盘 的 覆盖 方案 数 , 则 有 

gn) = gn 一 1 十 EC 一 2) (n> 3), 
Etl) 一 1，g(2) 一 2， 
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这 和 Fibonacci 数 的 递 推 关系 完全 一 样 ， 


FT 
下 KN TN 


2 nl 1 2 n—l] n 
(a) Cb) 
图 4.5.1 
另 一 个 问题 是 ;一 个 小 孩 上 楼 梯 , 每 次 可 上 一 阶 或 两 阶 , 问 上 
7 阶 楼 梯 有 和 多少 种 不 同 的 方法 ? 
记 小 孩 上 x 阶 楼 梯 的 方法 数 为 h(n) ,这 些 方法 可 以 分 成 两 
类 ,第 一 步 上 一 阶 的 和 第 一 步 上 两 阶 的 ,其 方法 数 分 别 为 h(n 一 1) 
和 六 (2 一 2). 显然 ,下 (1) 一 1:8(2) 一 2. 所 以 
hin) 一 下 (一 1) 十 中 全 一 2 人 2 之 3)， 
Ai) = 1, 1(2) = 2. | 
我 们 再 次 得 到 了 Fibonacci 数 所 满足 的 递 推 关系 . 
从 上 面 三 个 简单 的 例子 可 以 看 出 ， 这 些 问题 在 表面 上 毫 无 共 
同 之 处 ,但 它们 有 相同 的 组 合 结构 ,它们 都 确定 出 Fibonacci 数列 . 
Fibonacci 数 是 数学 中 的 一 个 基本 概念 , 它 有 许多 重要 性 质 ,下 面 
我 们 给 大 家 介绍 几 个 ， 
《1) Fibonacei 数 了 (nxn) 可 以 表示 为 二 项 式 系 数 之 和 * 员 [ 


f= (3)+ ("7 + Se 


-RR 


| 
证 明 当 4>>| 县 | 时 ,有 na 一 tc<ct 即 | ”| 一 0 所 以 ,我 们 
只 需 证 明 下 面 的 等 式 成 立 就 可 以 了 , 即 证 明 
/w= | 中 二 人 了 + 人 
用 归纳 法 证 明 . 当 z=0 时 ,有 


Ra 
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f(0) = [3 局 1， 


等 式 成 立 . 假设 对 0,1,… ,n, 等 式 都 成 立 , 则 有 
fat = fn) 一 Fa 1) 
0 
中 


[i 
+ [+ (+, 


lo el oe 


| | al 
由 归纳 法 ,命题 成 立 . 
(2 ODD 


证 明 由 递 推 关 系 得 
f00) = 72) — f(D), 


f0) = 73)— ff(2)， . 


fn) 一 了 (na 十 2) 一 -Gon 1). 
把 以 上 各 式 的 左边 和 右边 分 别 相 加 ,得 
7(0) 十 Fl1) 十 … 十 一 十 2) 一 大 (1) 
一 /2 十 2) 一 1. 
(3) 70) + fl2) 十 … 十 大 22) = fl2n 十 1)， 
.证 明 ”由 递 推 关系 得 

f(0) = f(1), 次 
2) = ffOD, 


f(2n) = fl2n 十 1) 一 天 2n 一 1). 
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把 以 上 各 式 的 两 边 分 别 相 加 ,得 
f(0) 十 72) 十 … 十 7F(2z) = f(2n 十 1). 


(4) fOD + fT 十 fl(2n 一 1)= ff(2n)— 1. 
证 明 ”由 (2) 和 (3) 容易 得 证 . 
(5) OFT 二 Fn) = fn fn 1). 
证 明 由 递 推 关 系 得 
产 (0) 一 1)7CO)， 
(1) = 一 LDLFC2) — £0(0)] 
= f(2)701) 一 (LT7C0)， 
fen) = FL 1) — fin — 1)] 
= f+ Df 一 (an 一 1), 
把 以 上 各 式 的 两 边 分 别 相 加 ,得 
万 (0) 十 产 (1) 十 … 十 产 (2 一 Fa + fn). 
(6) fntm)= fm lf ntl)+ fm—2) Fn) (m2). 
证 明 对 xm 进行 归纳 . 
当 经 一 也 时 ,有 
jz 十 2) 一 Fe 十 1) + fm) 
一 ia 十 1) + ff), 


等 式 成 立 ， 
假设 对 一 切 ms<&, 等 式 成 立 , 那 么 
(2 十 到 十 1》 
一 72 十 到 ) 十 7 十 灭 一 1) 
= [ff — Df 1) + fF om 2)f(n)] 
+ [LAE 2)f0n + 1) + fk — 3)f(n)] 
一 [LF 有 一 1) 十 AR 一 2)]Fn + 1)- 
+ Lf — 2) + FE ~ 3)]fF Cn) 
= fR FG + FE Dfon). 
由 归纳 法 ,命题 成 立 . 
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利用 这 条 性 质 , 我 们 可 以 将 比较 大 的 的 Fibonacci 数 化 成 比 
较 小 的 w 的 Fibonacci 数 , 从 而 使 计算 起 来 更 为 方便 ， 


4. 5. 2 Catalan 数 


Catajan 数 首先 是 由 Euler 在 精确 计算 对 凸 x 边 形 的 不 同 的 
对 角 三 角形 部 分 的 个 数 问 题 时 得 到 的 , 它 经 常 出 现在 组 合计 数 问 
题 中 . 

这 个 问题 是 :在 一 个 凸 x 边 形 中 ,通过 插入 内 部 不 相交 的 对 角 
线 将 其 分 成 一 些 三 角形 区 域 , 问 有 多少 种 不 同 的 分 法 ? 

由 几何 学 知识 , 贞 nn 边 形 的 一 个 划分 需 引 x 一 3 条 互 不 相交 的 
对 角 线 ,将 内 部 区 域 分 成 ”一 2 个 三 角形 . 

令 h(a) 表示 分 一 个 十 1 SU 几 沧 且 六 从 
数 , 并 规定 4(1) 二 1, 

当 n 二 2 时 ,三 角形 中 不 需要 插入 对 角 线 ， 故 h(2) 一 1. 

当 二 3 时 ， 和 如 图 4. 5。 ee 
所 示 , 故 点 (3) 一 2. 


(a) 


图 4. 5.2 

当 nn 之 4 时 ,考虑 一 个 凸 4 十 1 边 形 , 它 的 顶点 分 别 用 4 ,4，， 
,4+1 表 示 :如 图 4. 5.3 所 示 ， 取 定 多 边 形 的 一 条 边 人 A++ , 任 取 
多 边 形 的 顶点 4 (一 1,2,…,n 一 1), 特 A441 分 别 与 4 4 之 
间 连 线 ,得 三 角形 了 .三 衣 形 全 将 四 n 十 1 边 形 分 成 了 ,六 和 &， = 
部 分 ,其 中 ,Ri 为 上 十 1 边 形 ,Ri 为 x 一 十 1 边 形 . 因此 ,Ri 可 以 用 
天 (有 ) 各 方法 划分 ,R 可 以 用 h(n 一 起 种 方法 划分 ,所 以 
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人 (4. 5. 3) 
整理 (4. 5. 3) 式 ,可 得 入 
WO hn 1 Se hy Cbd 
下 面 将 要 证 明 加 
Shh 一 局 = 


任 取 西 ”= 边 形 的 一 条 对 角 线 4,4,+1, 把 下 4 边 形 分 成 和 两 部 

分 ,它们 分 别 是 是 十 1 边 形 和 和 同 

n 一 十 1 边 形 , 于 是 ,以 444 为 分 A 

割 线 的 市 分 方案 数 为 h(4) 有 Cn 一 ) 

(2<A<n 一 2). 因 此 ,从 A 引出 的 

诸 对 角 线 的 前 分 方案 数 为 | 
Sch = 


下 一 2 


这 里 ,4,6 可 换 成 A, ;AA oe ;A 人， 从 而 
总 的 剂 分 数 为 


aS 一 龙 ). 图 4.5.3 
注意 ,这 里 有 重复 计数 出 现 . 一 是 同一 条 对 角 线 由 其 关联 的 两 个 顶 
点 分 别 计算 了 一 次 , 故 总 数 应 该 除 以 2: 二 是 一 个 三 角形 前 分 是 由 
"一 3 条 对 角 线 构成 的 ,而 它们 每 条 都 分 别 作为 分 割 线 计算 了 一 
次 , 故 总 数 应 除 以 4 一 3. 于 是 


2 3 0n 二 
于 


h(n 一 1) = Ba —&)， 


F035 
2Cn — 3) pe 
即 


hm ye 
ni 


1 一 2 
hn — k) = 
二 2 


将 上 式 代 入 等 式 (4. 5,4) ,得 
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hn 2 cn = 
= = 1), 
nn 
化 简 得 
nhtn) = (dn 一 有) 一 1)， 
令 nh(n) 二 EC(n), 则 有 
A Eln OO— 1) 
Bn) MeO 
_ 22 2 3,n, 
nl nl ee 
E(1) = 1. 
由 达 代 法 ,得 
Re 2 
， no—1 nO—l1 


2n—2 .2 一 3. 22 一 4 
好 一 A—1 nn 一 2 
2 一 5 

7 一 了 


。E(n — 2) 


2 一 2 ,2 一 3 和 2 一 4 和 一 5 
no—.l 2 一 1 nC 一 2 nn—2 


4xX3.2x1, 
x2 1X1 7 芭 (17 
i (2n 一 2)1 
(nz CO— 1)1Cn OO— 1)1 
a 
,OO—1 
所 以 
hn) = LE 一 工 ER 
n nn nO—1 


出 归纳 法 不 难 证 明 hln) 就 是 所 求 的 解 . 
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我 们 称 A(z) 为 Catalan 在 n=5 时 ,可 得 
hh(5) 一 去 .| 路 -~ 14， 


人 


SHoN 
由 加 回忆 
由 外 小 四 
牛人 


4.5.4 同 6 边 形 的 前 分 方案 
Catalan 数 经 常 出 现在 组 合计 数 问题 中 ,下 面 给 出 几 个 例子 . 
例 1 求 n 个 数 aj,a;,…,a 的 乘积 
P= aasra,s 
其 中 ,乘法 不 满足 结合 律 ,不 改变 各 数 的 里 序 , 只 用 括号 表示 成 对 
161 


的 乘积 ,共有 多 少 种 不 同 的 乘法 方案 ? 
解 ”此 阿 题 就 是 4. 1 节 中 我 们 曾 讨 论 过 的 例 5, 设 对 个 数 
的 乘积 有 Fa) 种 方案 , 则 有 


| = es 一 此)， 


| f(1) 一 一 1. 
它 与 Catalan 数 满足 同一 个 递 推 关系 . 人 

例 2 “有 x 个 叶子 的 完全 二 叉 检 的 个 数 为 Coe 数 pl. 

证 明 下 曾 建 立 x 个 叶子 的 完全 二 叉 树 同 例 1 中 n 个 数 乘积 
的 加 括号 方法 之 间 的 一 一 对 应 . 

-将 完全 二 叉 树 的 a 个 叶子 按 顺 序 分 别 用 nn 个 数 gi, ds，* 
来 标记 . 设 v 是 二 叉 树 的 一 :个 内 结 点 ， 车 也 的 梢 个 儿子 分 别 标记 为 
ziszz; 则 必 标记 为 (zx,z;). 如 此 ， 该 二 复 树 的 根 的 标记 对 局 于 xn 个 
数 的 乘积 aja…a 的 一 种 加 括号 的 方法 ,显然 二 者 之 间 构 成 一 一 
对 应 . 例如 ,= 一 4 时 的 对 应 关系 如 图 4. 5. 5 所 示 . 

注意 ,在 图 4. 5. 5 的 根 的 标记 中 省 略 了 最 外 层 的 括 全 ， 它 不 影 
响 aliez…an 的 运算 顺序 ， 所 以 个 叶子 的 完全 一 又 树 的 个 数 为 
Catalan 数 htn). 

例 3 从 (0， 0) 点 到 (so 点 的 除 端点 外 不 接触 直线 2 z 的 
路 径 数 为 24(n) ,其 中 ,天 (ma) 为 Catalan 数 ， 

证 明 先 考虑 对 角 线 下 方 的 路 径 . 这 种 路 径 都 是 从 (0.0) 点 出 
发 ,经 过 (1,0) 点 及 (xn 一 1) 点 到 达 (z,z 点 的 ， 我 们 可 以 把 它 看 
作 是 从 QL;0) 点 出 发 到 达 (n,n 一 1) 点 的 不 接触 对 角 线 的 路 径 . 


从 (01,0) 点 到 (m,n 一 由 点 的 所 有 的 路 径 数 为 | 2 一 ?| . 对 其 中 


任意 一 条 接 甬 对 角 线 的 路 径 ,我 们 可 把 它 从 最 后 离开 对 前 线 的 点 

《如 图 4. 5. 6 中 的 4 点 ?到 (1,0) 点 之 间 的 部 分 关于 对 角 线 作 一 个 

反射 ,就 得 到 一 条 从 (0,1) 点 出 发 经 过 4 点 到 达 (a,a 一 1) 点 的 路 

径 . 反 之 ,任何 一 条 从 (0,1) 点 出 发 , 穿 过 对 角 线 而 到达 (an 一 1) 点 
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{ailazsa) ) as (Caias Das da (a22) (as04) 


&1 好? a3  G4 .3 dU? 3 24 al Hz Ua 


ailas Casas) ) 


cd a Ce) 


0,1) 


(0.0) (1:,0) T 


图 4.5.6 ”路径 的 反射 
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的 非 降 路 径 , 也 可 以 通过 这 样 的 反射 对 应 到 一 条 从 (1,0) 点 出 发 接 
触 到 对 角 线 而 到 达 ( 人 nn 一 1) 点 的 路 径 . 从 (0， 1) 点 到 达 (n,n 一 1) 


点 的 路 径 数 为 | 2 一 ?| ,从 而 在 对 角 线 下 方 贞 不 接触 对 角 线 的 路 
径 数 为 四 


| | 的 
由 对 称 性 可 知 , 所 求 的 路 径 数 为 
2 


所 


| 


nn 


| 
nn 一 1 
=2h(n). 


习 题 


1， 在 平面 上 画 nn 条 无 限 直线 ,每 对 直线 都 在 不 同 的 点 相交 ， 
它们 板 成 的 无 限 区 域 数 记 为 /Cn), 求 f(n) 满 足 的 递 推 关系 . 
2. nn 位 三 进 制 数 中 ,没有 1 出 现在 任何 2 的 右边 的 序列 的 数 
目 记 为 f(n), 求 f(n) 满 足 的 递 推 关系 . 
3. 史 位 四 进 制 数 中 , 若 
(1) 有 偶数 个 0 的 序列 共有 (nn) 个 ，; 
(2) 有 偶数 个 0 且 有 偶数 个 1 的 序列 共有 gln) 个 ， 
求 f(n),g(n) 满 足 的 递 推 关系. 
4， 西 2 十 2 边 形 中 ,由 所 有 对 角 线 分 割 的 区 城 数 记 为 fn). 
假设 没有 三 条 对 骨 线 交 于 一 点 , 求 J(n) 满 足 的 着 推 关 系 . 
5. 求 于 位 0, 序列 中 “010? 只 出 现 一 次 且 在 利于 位 出 现 的 序 
列 数 f(n). 四 
6. 求解 下 列 递 推 关 休 : 
os > =f(n—1)+9f(n 一 2) 一 Wd 一 3) (n > 3)， 
(07 一 0，C1) 一 1， f(2) =2; 
到 > = 3f(n— 2) — 2f(n— 3) (n> 3), 
f(0) = 1, f(1) = 0, f(2) = 0; 
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C3) nd 1)— 3ftn— 2) 二 + 3 (人 之 2) 
07 一 1， DD=2. 
7. 求解 下 列 遂 推 关 打 : 


ze) nj)f(nm1)=2 (2 之 1)， 
of 
0O) = 789; 
fr{tn) — 2f(n—1)=0(n 宕 1),，. 
co | 
(0) = 4; 
AD 一 Ar 一 1) 十 天 《2 之 1D， 
(3) ' 
(0) = 2. 


8. 求解 下 列 递 推 关 条 : 
fln) = 3 十 2)/ 0 二 1) 《nn 之 1)， 


《DB | 
VD Fo) = 
I i . 
了 Jo- fn DD tamr > 
(0) = 1; : 
C3 人 2" 十 4*( 一 1)3， 
F(0) 一 0 7 = 1 
9， 求 下 列 允 阶 行列 式 Ga) 的 值 : 
2 1 0 0 “ 0 0 
本 0 
eo 心 
dl(n) = : , ls 
0 0 0 0 . 2 1 
0 0 0 0 1 2 


10. 求解 第 1 一 4 题 所 列 出 的 递 推 关系 、 . 
11.、1Xn 棋 和 音 用 红 、 白 、 蓝 三 种 磋 色 闭 氏 ,不 允许 相 骤 两 格 都 


着 红色 ，, 求 着 色 方 案 数 满足 的 递 推 关 杂 ;并 求 出 著名 方案 数 ， 


12， 在 一 园 周 上 取 nn 个 点 ,过 每 对 点 作 一 强 ， 生 任何 三 条 绝 不 


在 国内 共 点 , 试 求 这 些 强 把 加 分 成 的 区 域 的 全数 . 


13. 求 和 矩阵 
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0 2 


15. 从 1 到 nn 的 自 i 人 设 此 
选取 的 方案 数 为 fln,k)。 

(1) 求 (ns) 满 是 的 剖 推 关 条 ; 

《2) 用 归纳 法 求 Fr 天) 

《3) 著 设 1 与 中 算是 相 邻 的 数 ， 并 设 在 此 假定 下 从 1 到 姑 的 
自然 数 中 选取 至 个 不 同 且 不 相 人 都 的 数 的 方案 数 为 号 (HE)， 试 利用 
(nk) 求 gCn,k). | 

16. 设 了 0) ,AOD 中/ brn), 是 Fibonacci 数列, 证明 ， 

(1) fFOD 十 -73 十 …… 十 7 一 1) 一 22) 一 1 

C2》 FCO0) 十 了 (62) 十 十 (22) 一 22 十 1); 

(3) f(0) ~ AOD 二 f(2) 一 十 (17f0n) 

= (— 1)f(n m1}+1; 

《4) 产 (0 十 产 (1) 十 … 十 产 (m = fln)f (n+ 1). 

17， 设 FC0) 71 7 是 Fibonacci 数列 . 

《1) 证 明 ， 

jn 十 2) 一 产 (十 1) 一 土 1 
(2) 当 n 为 什么 值 时 ,等 式 右 这 是 1? 当 于 为 什么 值 时 ,等 式 


4 


右边 是 一 1? 
18， 设 5 
Fln) = Fn 1)+ Fn 2), 
PC) 二 15 下 (2) = 
《1) 证 明 ， 
Fln) = FEF mt) + FE Fn 一天) 


(n>k > 1); 
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(2) 证 明 : Cn)|FGn) 的 充 要 条 件 是 nlm; 
《3) 证明; EC 本 
FOMEFGO)= Fonn—2)+Fon+n— 6) 
二 FO 二 nn 一 110) 十 …… 
Flm 一 nn 十 1) ( 当 nn 为 奇数 》 
Fm 一 nn 十 2) ( 当 n 为 偶数 ) 
(mn 2); 
(4) 证明 : 
gcd(FP (lm) Fn)) = Flgcdlm,n)), 
其 中 ,gcd(lmm4n) 为 min 的 最 大 公约 数 . 
19，2n 个 点 均匀 分 市 在 一 个 园 周 - 
上 ,我 们 要 用 条 不 相交 的 强 将 这 2m 
个 点 配 成 对 ,证 明 不 同 的 配对 方法 数 
是 是 2 十 1 个 Caralan 数 5| . 例 
如 , 右 图 就 给 出 了 8 个 点 的 一 种 配对 
20. nn 个 不 同 的 字符 顺序 进 栈 ， 问 (习题 19 图 ) 
有 多 少 种 不 同 的 出 栈 方式 ? 


第 5 章 生成 函数 


5.1 引 论 


生成 函数 方法 是 一 种 既 简单 又 有 用 的 数学 方法 , 它 是 在 39 世 
纪 初 出 现 的 ,对 于 组 合计 数 同 题 ,生成 函数 方法 是 一 种 最 重要 的 一 
般 性 处 理 方法 , 它 的 中 心思 想 是 ;对 于 一 个 有 限 或 无 限 数列 

{a0s Gl, azs "°°}s 
用 奢 级 数 
4(z) 一 do 十 Ci 十 asz2s 十 
使 之 成 为 一 个 整体 ,然后 通过 研究 等 级 数 4(z), 导 出 数列 (taoyal， 
az，…} 的 构造 和 性 质 . 我 们 称 有 A(T) 为 序列 aoa aa 的 生成 函 
- 数 , 并 记 为 Cla) - 
实际 上 ,在 第 2 章 中 我 们 已 经 使 用 过 生成 函数 方法 . 组 合 数 


序列 

((0): (as 
的 生成 函数 为 
£0 -t+ 
由 二 项 式 定 理 知 


nn 


n 


9 


fur) = (1 7)". 
通过 对 (1 十 x》 的 运算 ,可 以 导出 一 系列 组 合 数 的 关系 式 , 例 如 : 
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3 
由 恒等式 
十 x) = 二 (1 十 "(十 工 》 
可 以 推导 出 Vandermonde 恒等式 


| > 


下 面 再 看 一 个 例子 . : 

例 投 撞 一 次 候 子 ,出 现 点 数 1,2,…,6 的 概率 均 为 证 . 问 连 
续 投 掷 两 次 ,出 现 的 点 数 之 和 为 10 的 概率 有 多 少 ? 

解 ”一 次 投掷 出 现 的 点 数 有 6 种 可 能 . 连续 两 次 投 据 得 到 的 
点 数 构 成 二 元 数组 (7 《1si,j 委 6) ,共有 人 三 36 种 可 能 . 由 村 
举 法 ,两 次 出 现 的 点 数 之 和 为 10 的 有 3 种 可 能 : (4,6),(5,5)， 
(6,4) ,所 以 概率 为 世 一 十. 

如 果 问 题 是 连续 投 撞 10 次 ,其 点 数 之 和 为 30 的 概率 有 多 少 ， 
这 时 就 不 那么 简单 了 . 这 是 由 于 10 个 数 之 和 为 30 的 可 能 组 合 方 
式 很 多 ,难以 一 一 列举 ,要 解决 这 个 何 题 ,只 能 另 辟 新 径 . 

` 我 们 用 多 项 式 
| Zz 十 十 如 十 十 十 
表示 投 搓 一 次 可 能 出 现 点 数 1,2,…16, 观 察 ，.- 
《Xz 十 十 2 十 x 十 基 十 T(z 十 熙 十 十 Tt 十 十 》. 
从 两 个 括号 中 分 别 取 出 zx" 和 x", 使 ， 
i 一 0 

即 是 两 次 投 毛 分 别 出 现 点 数 ,n,m 十 n= 二 10. 由 此 得 出 ,展开 式 
中 xz" 的 系数 就 是 满足 笨 件 的 方法 数 . 

同 理 ,连续 投掷 10 次 ,其 和 为 30 的 方法 数 为 

(之 十 开 十 下 十 到 十 下 十 站) 
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中 za 的 系数 , 而 
(人 十 寻 十 妇 十 于 十 三 十 并 
0K1 一 XY] 一 工 )-10 
(10 oo 总 110 一 1 十 ?1 ， 
一 Xx。 2 人 | jz . > i jz, 
所 以 ,zz 的 系数 为 i 


EL 


一 2930455. 
故 所 求 概率 为 -. 
04853 
数列 
: : {Qoy Ul+ 好 2z3 +} : (5.2.1) 
的 生成 函数 是 罕 级 数 ， Cay 
A(tr) = Co 十 az 十 asr? 十 …， (5. 2., 2) 


由 于 愉 有 收敛 的 舌 级 数 才 有 解析 意义 ,并 可 以 作为 函数 进行 各 种 
运算 ,这 样 就 有 了 级 数 收敛 性 的 问题 . 为 了 解决 这 个 问题 ,我 们 从 
代数 的 观点 引入 形式 只 级 数 的 概念 2 

我 们 称 竹 级 数 (5. 2. 2) 是 形式 容 级 数 ， 其 中 的 < 是 未定 元 ， 看 
作 是 抽象 符号 . 对 于 实数 域 R 上 的 数列 

{qo a4, Gas, "**}, 
工 是 尺 上 的 未 定 元 ,家 达 式 
A(T) 一 ao 于 Ga 工 十 Coz2 十 … 

称 为 尺 上 的 形式 守 级 数 . 

一 般 情况 下 ,形式 圭 级 数 中 的 x 只 是 一 个 抽象 符 号 ， 并 不 需 
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要 对 zx 赋 子 具体 数值 ,因而 就 不 需要 考虑 它 的 收敛 性 . 

R 上 的 形式 考级 数 的 全 体 记 为 RL[xj. 在 集合 RLLzj]j 中 适 
当 定 义 加 法 和 乘法 运算 , 便 可 使 它 成 为 一 个 整 环 , 任 何 一 个 形式 二 
级 数 都 是 这 个 环 中 的 元 素 . 


定义 5.2.1 设 ACz) = Dar 与 B(x) 一 hr 是 R 上 的 
两 个 形式 万 级 数 , 若 对 任意 4 之 0 有 Se A(Z) 与 BC(z) 相 
等 , 记 作 Ce 
定义 5.2.2. 设 0 为 任意 实数 ， Alz) = -Bar S R[Lz]] ， 
则 将 
| ”adtz) 三 i 
叫做 a 与 A(z) 的 数 乘积 ， 
定义 5.2.3 设 4(z) aw 与 Bz) = Da 上 的 
两 个 形式 震级 数 ,将 4(z) 与 BCz) 相 加 定义 为 。 
4(zr) 十 B(z) = > 十 名 zt， 


并 称 ACzx) 十 B(x) 为 ACz) 与 BCz) 的 和 ， 把 运算 “十 ?叫做 加 法 . 
将 4(z) 与 刀 (z) 相 乘 定义 为 


4(Cr)， .BEY 二 Pb, 十 zt- tb 十 ， … 十 Co zt’, 


并 称 A(x)。B(Czx) 为 4A) 和 B(z) 的 积 ,把 运算 *“ 叫 做 乘法 . 

定理 5.2.1 集合 灵 [Lz]] 在 上 述 加 法 和 乘法 运算 凸 构成 一 
个 整 环 . 

证 明 ”容易 验证 R[[z]] 关 于 加 法 是 封闭 的 ， 并 且 加 法 满足 结 
合 律 和 交换 律 . 

RLLz]J 关 于 加 法 有 零 元 ,其 零 元 是 数列 {0,0,…， 0 的 形 
式 攻 级 数 0， 
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对 于 任意 形式 客 级 数 
4(z) = Zoo 
它 在 加 法 运算 下 的 道 元 是 数列 { 一 ,一 2i* 一 a,…} 的 形式 短 级 数 
A(x) = Pe 


综 上 所 述 , (REEz jj]， 十 ) 是 交换 群 

其 次 ,证 明 (CRLLz]],。) 是 一 个 可 交换 的 含 勾 半 群 . 这 是 因 
为 :容易 验证 ， RE[z]] 在 上 述 乘法 运算 下 是 封闭 的 ,并 且 乘 法 满足 
结合 律 和 交换 律 . 乘法 单位 元 是 数列 {1,0,0,…} 的 形式 短 级 数 1. 
因此 ,CR[[xj]1," ) 是 一 个 可 交换 的 含 么 半 群 . 

最 后 ,不 难 验证 ,乘法 对 加 法 满足 分 配 律 ,而 且 无 零 因子 . 事实 
- 上 , 设 


4(z) 一 > ,are 天 0， 
.=0 . 


B(x) = Db #0, 
则 
A Bld SE 2 
t=0 j= 
必 不 为 零 . 
因此 ， R[[z]] 在 上 述 加 法 和 乘法 运算 下 构成 一 个 可 交换 、 含 
单位 元 ,无 零 因子 的 环 , 即 整 环 . 


定理 5.2. 2 对 R[[z]] 中 的 任意 一 个 元 素 4(z) 一 yasz'， 
4(z) 有 乘法 道 元 当 且 仅 当 ao 关 0. 车 设 ACz) 一 > aiz 是 4(z) 的 
乘法 道 元 , 则 有 


二 
GD 一 0 
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位 ] 位 2 uy 信人 Ri! A 


Up a 0 Yr" dr Ql 


a 三 《一 了 


0 0 0 ww ao tw] 
(之 1). | 
证 明 设 让 (z) 是 AC(z) 的 乘法 道 元 , 则 有 
1 一 AC(x)A(z) 


k=0 1 十 7 二 
I (下 一 0,1,2,…) 的 系数 ,得 一 个 无 穷 线性 方程 组 
Co5 一 1， 


Was 十 Qodl 0， 
Ga5u 十 ai5G1 十 2oGa 一 0， 
二 


Qlo 十 Ch 十 十 Rodi = 二 0， 


由 方程 组 的 第 一 个 方程 得 ao 关 0, 月 &4 一 a0! 
反之 , 当 ao 天 0 时 ,对 任意 固定 的 正 整数 ,把 do dl » 4 当 
作 未 知 量 , 解 前 十 1 个 方程 组 成 的 方程 组 , 由 于 前 &+1 个 方程 的 
系数 行列 式 为 
Ap 0 0 *» 0 


Ql to 0 
这? ui Un 如 
点 一 - 
汪 中 
di-l Qi-2 Aka 0 
2 [7 人 5 一 2 do 
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sk 0 0 0 
Qi Cg 0 0 
A uu | Rp 站 0 

(ZK 一 1 Qi-2 Gi.3 时 D 0 

di- Qt-2 “ 好 1 0 
al Ga Ga kx 一 1 Uy 
do ul ds? Qi—2 il 
0 dado dl 1 dis dt-z 

= 《一 1)* ’ 全 0 ' a ba » 
D 人 1 ds 

0 0 Uo CI 


故 由 克拉 姆 法 则 得 
全 = 一 ， 


因此 ,着 ze 和 关 0, 则 方程 组 有 解 (2o*2 ,za …), 它 所 对 应 的 形 
式 攻 级 数 | 
ce = Da 
就 是 A(z) 的 乘法 弟 元 。 
”例如 , 设 A(r)==1 一 之 , 它 的 道 元 记 为 


一 人 0 十 人 交 十 半 T2 -二 


1 一溜 
《1 一 x) (5 十 嫩 工 十 Co 十 人 一 了 ， 


a =1] (k= 0,1,2,*.), 


] 
1 


从 上 面 的 讨论 我 们 可 以 看 出 ,对 于 形式 等 级 数 可 以 像 收敛 的 
宕 级 数 那 样 进行 运算 ,运算 的 定义 和 规则 完全 相同 ,而 不 必 考 虑 其 
收 全 性 问题 . 

在 整 环 RLLx]] 上 还 可 以 定义 形式 导数 


定义 5.2.4 对 于 任意 a 一 Be E 好 [[zj],， 规 定 


三 1 十 ZX 十 十 …， 


DA) = ia 


wh k=1 
称 DACz) 为 ACz) 的 形式 导数 
44z) 的 ?次 形式 导数 可 以 递归 地 定义 为 ， 
1 4Cz)， 
D'4(z) DED" (ACr)) (2 之 上). 
形式 导数 满足 如 下 规则 : 
(1) D(aA(x) + BB(r)) = aDA(z) 十 BDBC)s 
(2) D(4(z)。B(z)) 一 4(z)DB(z) + BC YDACT); 
《3) DC4"(z)) = nh" (XDACz). 
证 明 规则 (1 由 定义 可 以 直 搂 得 出 ， 而 规则 (3) 则 是 规则 (2) 
的 推论 . . 
现 证 明 规则 (2). 有 
D(ACz) * B(xz)) = DZ Dabj) x 


一 0 ?二 j= 


人 Dab Te 1 


十 JJ 一 下 


2 C+ Dabr'ti! 


一 2 2 Got Do 


十 Y、 PD) (aw) (Cj 


= (Pia) (Be) 
+ {Byer) (Dihe!) 


一 AdzyDB(Cz) 二 BDAC). 
由 此 可 知 ,形式 导数 满足 微 积分 中 求 导 运算 的 规则 , 当 某 个 形 
式 竹 级 数 在 某 个 范围 内 收敛 时 ,形式 导数 就 是 微 积分 中 的 求 导 运 
算 . 为 了 书写 方便 ,以 后 用 A (z), 4"(z)，… 分 别 代表 DA (Cz)， 
D24(z)y，… 


5,3 生成 函数 的 性 质 


生成 函数 与 数列 之 间 是 一 一 对 应 的 ,因此 , 若 两 个 生成 函数 之 
间 存 在 某 种 关系 ,那么 相应 的 两 个 数列 之 间 也 必然 存在 一 定 的 关 
系 ! 反 之 亦 然 ， 


设 数列 {ao,al,a:,…} 的 生成 函数 为 ACr) = ax， 数列 


(666b1;62，…} 的 生成 函数 为 B(z) 一 py 我 们 可 以 得 到 生成 


性 质 1 若 
i ( (到 < 了) 
ax (下 之 了 )， 
则 
Blz) = x +: A(r). 
证 明 由 假设 条 件 , 有 . 


Bx) = Dor 
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一 


上 一 上 


2 Sai 
大 一 上 


一 rT Djarr 
= zx" ACr). 


性 质 2 若 柬 一 as+o 则 
B(x) = (ACz) 一 ao 
证 明 类似 于 性 质 1 的 证 明 . 
性 质 3 若 刀 二 之 /ai 则 
Az) 


1—x' 


B(xz) 
证 明 由 假设 条 件 , 有 
B = Go， 
六 一 Go 十 QT， 
br’ = GoTz 十 Qit2z 十 azz2， 


Bir 二 aor 十 Ci 十 iT 十 … 十 ai 


把 以 上 各 式 的 两 边 分 别 相 加 ,得 


Br) 一 ao 人 ll 十 站 十 好 十 十 Gazl 十 和 十 姑 十 当 


十 aaza(l 十 工 十 旭 十 …) 十 
一 (ao 十 az 十 as 十 1 十 并 十 和 十 …) 
4(z) 


1 一 并 
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性 质 4 若 尺 一 Sy 则 
3 
B(x) = A — xzACD) 
1 一 工 


这 里 ,>)a, 是 收 仇 的， 
证 明 因为 4) 一 >as 收 合 , 所 以 一 >a 是 存在 的 .于 


是 有 | 
bo = to 十 Gi 十 a 二 *…* 


一 AQ), 
br=art+ari 
一 [4(1) — ao]z， 
bx 一 Ar? + Ax: 二 
= [4(1) 一 oo — a1]e’, 
BT = Ar 十 ae 十， 
= [Ad) 一 ao 一 中 一 一 ce il, 


把 以 上 各 式 的 两 边 分 别 相 加 ,得 
Bl(z) = A(1) + [AC(1) 一 ao]z 
二 [A() 一 an 一 cz 十 … 
十 [401) 一 ae 一 光一 ai] 丰 十 … 
二 4CD(1 十 十 十 …) 
一 QoX(1 十 这 十 Tz 十 …) 
、 一 QIL 十 Z 十 22 十) 一 … 
oR Wa 十 区 十 让 十 于 ) 一 … 
= [AC(1) 一 (ad 十 ciz 十 aizz 十 “1 )] 
“(1 十 工 十 xXx? 十 …) 
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_ AQ) ~— zxA(z) 
一 
性 质 5 若 太一 有 as ; 则 
Bl(r) = zxA'(z). 
证 明 由 4A'(zx) 的 定义 知 
XA' (zr)= x Rarze! 


kl1 


Gk 
性 质 6 若 筷 = ; 风 
二 二 | 4c)de 
证 明 ”由 假设 条 件 , 有 
| 4 (dz 一 > | avd: 


eeO 


er 


本 Sac 十 1)zdi 
D 0 


性 质 7 若 Ct—= Qa 十 B65, 则 


Se 


Cz) = Peer: 一 ad(z) 十 BBCz). 


下 二 个 


性 质 8 若 C=avbet ab Fa 则 


C(z) = Der = A(z) « Blz). 
下 二 全 ; 


性 质 7 和 性 质 8 可 由 形式 短 级 数 的 数 乘 、 加 法 及 乘法 运算 的 
定义 直接 得 出 . 
利用 这 些 性 质 ,我们 可 以 求 某 些 数列 的 生成 函数 ,也 可 以 计算 
数列 的 和 . 下 面 列 出 几 个 常见 的 简单 数列 的 生成 范 数 ， 
1 


(1) G{1} = re 
= 


(2) G{at} 一 一] 


1 一 CT 


了 pi 过 
2 
(4) GE 十 D} 一 全 
2 __xzU 十 了 ) 
G5) Gh} 一 2 
6x 


(6) G{k(k + 11) 二 2)) = oO 
(1 — x) 


1 
天 (Or) 


下 面 证 明 其 中 的 几 个 ， 
证 明 (3) G{&) = > kz 
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(5) G{h?} 一 六 JR 
风 一 1 


= D+ Dkr 一 Dkr 
业 一 1 =1 
7 
dx) (zx) 
x(1 十 x) 
(1x) 
(6) 设 

Gf{kCk 1) 二 + 2)} = A(x), 

则 


[awq= Dh + D+ rnd 
0 PE 


DE Dart? 


A 二 1 


.2 
(1 一 并)3 


所 以 


sz 2 17 
人 | | 
6zx? 
(1 一 工 )4” 


一 6 
A 


例 1 已 知 {a.} 的 生成 函数 为 


ea 2 
Atx) 一 十 3 6z 
1 一 2 


求 a.. 
解 ”用 部 分 分 式 的 方法 得 
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2 


十 3z， 


1—2x 
而 | 
1 一 2x < 
a a 
所 以 有 
On! Cn 1) 
” | (n = 1). 
例 2 计算 级 数 
12 十 2 十 …… 十 到 
的 和 ， 


解 ” 由 前 面 列 出 的 第 (5) 个 数列 的 生成 函数 知 ,数列 {n?} 的 生 
成 函数 为 


此 处 ,ex 一 大 ， 令 
六 一 王 十 天 十 … 十 本 
则 
5b. 一 Ss 
k=1 
由 性 质 3 即 得 数列 {6,} 的 生成 函数 为 
Bl(z)= Dbr" 
A(z) | 
1—z 
_ Xl 十 ) 
(LE 
二 (x 十 | A 
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比较 等 式 两 边 x” 的 系数 , 便 得 
广 十 2 十 下 十 开 二 扩 
_ {x 二 2 n 二 1 
人 一 中 十 nC | 
2 ntn 二 1)C2n 十 1) 
Te 


5.4 用 生成 函数 求解 递 推 关系 
利用 生成 函数 求解 各 类 递 推 关系 有 广泛 的 适用 性 ,其 基本 步 
(DD) 令 h(zy Tone, 


《2) 将 关于 fn) 的 递 推 关 系 式 转化 成 关于 A(z) 的 方程 式 ; 
(3) 解 出 AC(z), 将 4(z) 展 开 成 x 的 宕 级 数 ,z 的 系数 即 是 
fn)., 
例 1 求解 递 推 关系 
fn) = 7fn m1) — 12f(n— 2), 
f(0) = 2, f(1)=7. 
解 令 


(rz) = Fa 
# 二 少 


4(z) — f(0) 一 /GD)z 
= Df nr 


= Df 一 1) 一 1270 一 2))z 
R=2 


= ?eS fn 一 12zS Famn 
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一 7Trtdfx) 一 了 (0)) 一 12z24(Cz)， 
将 /(0)==2,f(1)==7 代入 上 上 式 并 整理 ,得 
2 = 
— ?7x 十 12x: 


1 1 
a 


AC(T)= 1 


= DF 二 4), 
所 以 
f(n) = 3 二, 


下 面 研究 用 生成 少数 求解 递 推 关 系 的 一 般 性 理论 ， 
5.4.1 用 生成 测 数 求解 常 系数 线性 和 齐 次 递 推 关 系 


设 有 常 系数 线性 齐 次 递 推 关系 
fn) 一 cf 一 1) 十 cfa 一 2) 十 … 十 cocons 一 大 ) 
《cr 天 0 16)， (5. 4.1) 
我 们 令 


4(z) = Dy fn)", 
n= 


(zy 一 0) — fOr oo fk Ix! 
二 DAC 


本 一直 


= >'\[cyos 一 D + ef 一 2 十 ,… 
必 一 点 
十 caf (n = k) ]x" 


一 ctz DY FoDz + or: 六 Ga 十， 


只 二 此 一 1 开 一 旦 一 2 
十 ch 六) 
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一 cxz[a(zr) 一 0) ~ f(D oe 
一 AR 一 2) 奏 中 十 coz[4(Cz) — /00) 
— f(Dr me — fk — 3)rt 1] 

十 … 十 cezt。4(z)， 


整理 后 得 到 
(rr 一 cz 一 ct2 一 小 一 ct) 
一 0 十 UL) 一 ci7FO7 拒 十 全 

十 LA 一 1) 一 cr 一 2) 一 

一 ce_UFC0)]ze 
简写 成 

Alz) = HS 

其 中 


P(z) 一 70) 十 [Lf0) — cfl0) z+ 
+ [f(D)— oflk om 2) oe 
C1f (0) jz"), 
QT)= 1 or cr — + 一 Ca 
由 此 可 以 看 出 ,Q@(z) 由 递 推 关 系 中 的 系数 c. ,cs,… ,ci 完全 确定 ， 
PCz) 由 系数 ccz cs 以 及 初 值 (0), 7) FRR 一 1) 完 全 
确定 . 
如 果 递 推 关系 (5. 4.1) 的 特征 方程 
Cr = rx ca Tc=0 
《5. 4. 2) 
有 上 个 不 同 的 特征 根 gy ,qz，… ,qi, 它 们 的 重 数 分 别 为 mi,mz，*…， 
mm 《mi 十 fz 十 … 十 mm 一头) ,那么 特征 多 项 式 C(z) 就 有 如 下 的 分 
解 式 ; 
Ci 一 太一 Ca 一 czt 2 一 一 Ce IT Ce 


一 〈 工 一 GO ge qo)™. (5S, 4. 3) 
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上 
1 
| rc IT Cr’ 


zc 这 
Be 人 


= Q(x), 
由 C(z) 的 分 解 式 (5.4. 3) 得 
ey 


(1 — qr)" — qt)" (1 一 Ge 


因此 
Q(z) x 《1 和 qx"(l ny qsX) ”el qr )™. 
从 而 
_ P(r) 
ee Q(z) 
Po 
(1 Oo qr) — ger) {5,4. 4) 


《5.4.4) 式 是 有 理 分 式 ,县 分 子 P(z) 的 次 数 低 于 分 母 Qtz) 的 
次 数 , 由 后 面 的 定理 5. 4. 1 可 得 (5. 4. 4) 式 有 如 下 的 分 项 表示 : 

dis di im) 
人 wh 

.dz cz， 
A 1] 一 Rs 《和 qt) ee (1 一 dex) 


十 … 


A(r)= 下 十 


dm 


人 (1 一 qr) 


di di 


Ee 


LS Wi d;, 
TT oy (5. 4. 5) 
名 fF (1 一 9 


因此 ,4Cz) 的 等 级 数 展开 式 中 z 的 系数 为 


fn) = p33 | (5.4.6) 
其 中 ,Ga 为 常数 ， 
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定理 5.4.1 设 训 te 是 有 理 分 式 , 且 多 项 式 PCz) 的 次 数 低 


于 Qdz? 的 次 数 , 则 已 c22 有 分 项 表示 , 且 表 示 是 唯一 的 . 


证 明 设 Q(z) 的 次 数 为 x, 对 x 用 数学 归纳 法 , 
当 ”* 一 1 时 ,PCz) 是 常数 ,命题 成 立 ， 
假设 对 小 于 的 所 有 正 整 数 命题 成 立 , 下 面 证 明 对 正 整 数 ， 
命题 成 立 . 设 9 是 @(z)=0 的 上 重 根 , 则 
cz 一 (一 人 AQCz) (QIC) 关 0)， 
不 妨 设 P(r) 与 Q(zx) 互 素 , 用 待定 系数 法 , 设 
PCzr) A 十 P(r) 
Q(z) (zl 二 51” (一 qT) 
其 中 ,4 为 待定 系数 . 整理 得 
A (rz) + (ro P(r) = Plr). (5, 4. 8) 
在 (5. 4. 8) 式 中 令 x==9g, 得 


Ply) 
Qi{g) 


和 将 《5.4.9) 式 代入 (5. 4. 8) 式 ， 得 


_ P(g) 
P(x) 区 Gq) 
DS C5. 4. 10) 


所 以 Pi(zx) 的 次 数 低 于 PCz) 的 次 数 .根据 归纳 假设 ,有 理 分 式 


P(x) 
(7 一 4) IQ (7x) 


(5. 4. 7) 


天 0. (5. 4. 9) 


可 分 项 表示 ,因此 
P(z) 
Wz) 
可 分 项 表示 . 由 (5. 4. 9) 式 和 (5. 4. 10) 式 知 表示 是 唯一 的 . 
车 特征 方程 (5. 4. 2) 没 有 重 根 , 设 gr ,gs，… ,gt 是 其 个 不 同 
的 根 , 则 (5. 4.6) 式 简化 为 形 如 
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& 
f(x) = > dg ， 
3 一 ] 


这 正 是 我 们 在 第 4 章 中 得 到 的 通 解 的 形式 . 
若 特 征 方程 (5. 4. 2) 有 重 根 , 设 9 是 其 m (1) 重 根 , 我 们 
考虑 (5.4. 6) 式 中 的 一 部 分 


Ss (5. 4. 11) 
i=l g 
其 中 
ee a 
7 了 一 上 


是 的 j 一 1 次 多 项 式 .可 以 证 明 ( 见 习题 17), 对 于 任意 一 组 di， 
2 sd im, » 9. 4. 11) 式 可 以 唯一 地 表示 成 


SV 
其 中 ,da 为 常数 . 因此 ,(5. 4. 6) 式 可 简写 成 


f0) 一 了 0 
Ji 一 1 


这 也 正 是 我 们 在 第 4 章 中 得 到 的 通 解 的 形式 . 
5.4.2 ”用 生成 函数 求解 常 系数 线性 非 齐 次 递 推 关系 


用 生成 函数 可 以 寻找 常 系数 线性 非 齐 次 递 推 关系 的 符 解 结 
构 , 下 面 以 g(n) 二 mw 所 为 例 来 求 非 齐 次 递 推 关 系 的 特 解 . 


设 有 常 系数 线性 非 齐 次 递 推 关系 
Fa) 一 cr 一 1) 十 cs 一 27 十 … 十 corn 一天) 
十 开房 《ce 天 0 之 有 )， (5. 4. 12) 


其 中 ,8 为 常数 ,s 为 非 负 整数 . 令 
dfY) = > rooze， 


代入 递 推 关 系 (5. 4.12), 类 似 于 前 面 对 齐 次 递 推 关系 的 分 析 , 得 
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_ P(x) 1 <, 
4(z) = gz 十 ne Pn, (5. 4. 13) 


其 中 ,只 有 可 上 > mpPrz 与 非 章 次 特 解 有 关 , 而 
Supe > 4 十 TA i 


= Br Dk + Bz) (5. 4. 14) 
i 
上 式 中 , (4 十) 可 以 写成 
Gt = ta |+al 


其 中 ,do yc, sd 为 常数 . 和 遂 过 比较 等 式 两 边 疡 9 lst 的 系数 
和 常数 项 ,可 以 依次 确定 d;d,_,，…' ,do. 这 样 ,(5.4.14) 式 可 以 
写成 


Ere er [Bl EAL A 


Ms 


有 


Ea a 


de di a, 
pa| TE Bry? Rs | 
R(T) 
0 — Br) 
其 中 ,R(tr) 是 xz 的 十 s 次 多 项 式 . 将 此 结果 代入 (5. 4.13}) 式 ,得 
PE ££) R(T) 


Q(T) QI Be 
其 中 , 尺 Gz) 是 的 天 十 5 次 多 项 式 : 而 急 Cz)(1 一 pz 是 工 的 
十 s 十 1 次 多 项 式 , 因 而 A(x) 可 以 展开 成 类 似 于 (5.4.5) 式 的 部 
分 分 式 之 和 . 

若 8 不 是 递 推 关系 的 特征 根 , 则 A(z) 分 解 成 部 分 分 式 之 和 
时 , 除 Qtz) 的 因子 确定 的 一 些 部 分 分 式 之 外 ,还 有 


i 


1 一 el 
IT 一 Bit (1C— a (1 一 Dr) 
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它们 确定 了 递 推 关系 (5. 4. 12) 的 一 个 特 解 . 其 中 ,x" 的 系数 为 
九 十 +1] jp', 


[a 十 > a 
展开 整理 后 可 以 得 到 特 解 
f* (Cn) = 《bo 十 VR 十 十 bn ) pp”. 
车 8 是 递 推 关 系 的 s 重 特征 根 , 则 有 理 分 式 A(x) 的 分 母 中 
包含 (1 一 8z)"f 因子 ,与 dd 


1 i 《1 一 ey i 《1 二 
可 以 wy 而 与 非 齐 次 特 解 相 关 的 部 分 分 式 为 
i 十 … 半 如 mr 十 5 十 ] 


(1 > 三 i (1 Br)™+! +1? 
其 中 ,xw" 的 系数 为 
[et WE ra a (5. 4. 15) 


由 于 6 是 如 推 关系 的 章 特 征 根 ,x" 的 系数 中 4 的 次 数 低 于 
的 项 都 可 以 归 入 齐 次 通 解 ,不 必 在 特 解 中 保留 . 将 x" 的 系数 公式 
(5.4.15) 展 开 , 并 去 掉 其 中 % 的 次 数 低 于 xm 的 项 , 则 可 以 得 到 
特 解 

fn) = nb tont thn)p, 


这 正 是 第 4 章 中 所 建议 的 特 解 形式 . 
例 2 求解 递 推 关 系 
人 = fln—1)+n:, 
(0) = 0. 
解 邻 


4(Zz) = Sovz, 
代入 递 推 关 系 ,得 
4(z) — f(0) = Sicfon 一 十 2) 
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一 XA(X) 十 Si 
=] 


解 得 
凤 (z) = > a 
利用 
《1] 一 Tz)! 2 
求 得 
GT) 一 X(1 十 11z 十 llx- 十 3 ) ， 
《1 一 之 ) 
所 以 
_ 32K1L 十 11z 十 11z2? 十 二 
en (1 一 x)’ 
一 (zz 十 1lr: 十 11rxs3 一 z) >) 中 过 
i=1 1 ! 
于 是 ,x* 的 系数 f(n) 为 
poe 22 a | 
= 
+ 人 i 
并 一 站 


一 jn 二 1)(C6m 十 9nmz 十 一 1》， 


例 3 求解 递 推 关系 
= 2f(x 1) 二 +4"! (n> 2), 
f/f(1) = 3. 
解 令 
4(z) = ST 


为 二 ] 


代入 递 推 关系 ,得 
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(rz) 一 Fl)z= > (2 一 1) 十 和 2 
一 2 


一 2z4(zr) 十 4z2 > (4r)", 
pn 一 0 


解 得 
有 (3 一 87x)x 
4(4z) 一 厅 二 到 )( 一 47) 
_ 1 2 
i emg ee ee 
所 以 ,z" 的 系数 Fn) 为 


pa 卫 (2 十 4"). 


例 4 求解 卷 积 形式 的 递 推 关系 

ff) 一 yl om 11) + (2) fn 2) 

| 十 十 fn 一 Df) tn 之 2)， 

f(1)=1. 

解 令 
4(z) = YAooz， 
代入 递 推 关系 ,得 

ACz)= fCDz+ DLF OD — 1) + fF(2)fn 一 2) 


十 一 十 fn 一 1)f(1) zr 


一 之 十 42KCTr)， 
所 以 
42Tr) 一 4z) 十 工 一 0， 
解 得 
CE 到 (1 AVI 二 本) 
或 


4(z) 一 二 GT 和). 
由 4(x) 的 定义 知 4(0)=0, 故 只 能 取 

4(z) 一 羡 (1 一 IT 二 本) 
利用 牛顿 二 项 式 定理 ,有 


代入 A(lr) ,得 
: 4CD = 马 训 | 六 
所 以 ,z" 的 系数 Fa) 为 
1li2nx—2 
| fw = 让) 
此 即 Catalan 数 . 


5.5 生成 函数 在 计数 问题 中 的 应 用 


本 节 主 要 讨论 几 类 特殊 的 生成 陋 数 , 即 组 合 数 序 列 、 排 列 数 序 
列 、 分 拆 数 序列 .组合 分 配 数 序列 以 及 排列 分 配 数 序列 的 生成 
函数 . 


5.5.1 组 合 数 的 生成 函数 


我 们 在 前 面 儿 章 中 讨论 过 三 种 不 同类 型 的 组 合 问题 ， 
(1) 求 {fa，az，…，ao} 的 上 组 合 数 ; 
(2) 求 {co als coco。az，…，co*a)}) 的 天 组 人 台数; 
(3) 求 43 .aa, 4。5，5 vc 的 10 组 合 数 . 
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其 中 , 间 题 (1 是 普通 集合 的 组 全 问题 :问题 (2) 转 化 为 不 定 方程 
zi 十 zs 一 … 十 fa 一 站 的 非 负 整数 解 的 个 数 问题 ;问题 C3) 是 利用 容 
斥 原理 在 M= (ceo .ea co "六 ，co“，c) 中 求 不 满足 下 述 三 个 性 质 ， 

了 P: 10 组 合 中 da 的 个 数 大 于 等 于 4; 

P: 10 组 合 中 总 的 个 数 大 于 等 于 5 

P,: 10 组 合 中 上 的 个 数 大 于 等 于 6 
的 10 组 合 数 ,它们 在 解 题 方法 上 各 不 相同 . 下 面 我 们 将 看 到 ,引入 
生成 函数 的 概念 后 ,于 述 三 类 组 合 问题 可 以 统一 地 处 理 ， 
我 们 先 从 问题 (2) 开 始 . 令 " 
MM = {co sa OO CD a,.} 
的 上 组 合 数 为 &&. 考 吾 个 形式 窜 级 数 的 乘积 
十 rf 十 十 )(1 十 Tz 十 T 十 下) 人 十 I 十 十》， 
它 的 展开 式 中 ,每 一 个 x 均 为 
TT TT Oo 
《za 十 oz 十 … 十 了 ,一 天)， 
其 中 9 ”1 ,ay 分别 取 上 自 代表 4] 的 第 一 个 括号 ,代表 Aas 的 第 
二 个 括号 ， 人 ,代表 Cn 的 第 272 个 插 号 ;rj 9722 9 9772 分 别 表 示 取 
alyaiy…yar 的 个 数 . 于 是 ,每 个 zx: 都 对 应 着 多 重 集合 好 的 一 个 天 
组 合 . 因此 
(1 十 过 十 理 十 7) 

中 xz* 的 系数 就 是 M 的 组合 数 刀 . 由 此 得 出 序列 {6 的 生成 函 
数 为 


(十 十 十 ye 
(1 一 Zz) 
从 而 
_ fin—1l 二 &k 
a 。 


这 时 ,我 们 再 次 得 到 了 第 2 章 中 多 重 集合 对 的 上 组 合 数 的 公式 ， 
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只 不 过 现在 是 用 生成 洱 数 获得 的 . 
用 生成 淫 数 方法 解 问题 (3) 尤 为 简单 .将 {3。，a, 4。6,， 5。，c} 
的 天 组 合 数 记 为 各,{ 姑 } 的 生成 函数 就 是 
(1 十 垃 十 三 十 ma 十 工 十 妇 十 在 十 区 
"十 工 十 十 十 十 
其 原因 是 展开 式 中 的 x 必定 为 
THT To 
C1 十 za 十 In 一 天 )， 
由 于 ze zz 分别 取 自 第 一 ,二 ,三 个 括号 , 故 0 所 3,0 守 
mz 人 4,0 之 ms 夺 5, 于 是 每 个 x* 对 应 集合 {3 "ae,， 4。2D，5，c) 的 -、 
个 上 组合 . 
特别 令 有 一 10，, 则 
十 六 十 让 十 7) 十 十 荆 十 XT 十 二 1》 
二 TI 十 TX 十 了 十 十 广 ') 
1 
(1 一 x) 
一 (一 7X1 一 让 一 TT 十 Xx 十 X 十 Xx 一 x!) 
。 之 人 je， 
所 以 "的 系数 B10 为 
0 9) 
sl |- 训 | 


一 (1 一 :1 一 xz5) ox) 


二 
一 6， 
与 第 3 章 中 用 容 斥 原理 得 到 的 结果 相同 ， 
在 普通 集合 {a， :as or) 的 上 组 合 中 ,a; (Tsz<m) 或 者 出 现 
或 者 不 出 现 , 故 该 集合 的 上 组 合 数 序列 { 妈 } 的 生成 函数 为 
(d 十 zx) 一 > 
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从 而 


7 


pb: = El): 


综合 以 上 分 析 ,我们 得 到 . 
定理 5. 5. 1 设 从 元 集合 3 一 {alyar…an} 中 取 上 个 元 素 


的 组 合 数 为 ,车 限定 元 素 a 出 现 的 次 数 集合 为 M (1<i<<n)， 
则 该 组 合 数 序列 的 生成 函数 为 
[1 (20,*"). 


i=1 mEM, 
例 1 求 多 重 集 合作 = {co "al cov*dr，…，co。dan} 的 每 个 
4 至 少 出 现 一 次 的 上 组 合 数 bi， 


解 ”由 定理 5.5.1 知 
MM, 一 {1， 2， 3，…} 《1 过 ?1n), 


于 是 
Ce y 一 《人 z 十 三 十 下 十 和 

pe 
(1 CO— zx)" 
天 一 工 十 


Xt 


所 以 
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s. 5.2 ”排列 数 的 指数 型 生成 函数 


n 元 集合 的 排列 数 为 n(n 一 1)…(n 一 k 十 1), 按 5.5.1 小 节 
中 方法 构成 的 生成 函数 


Dn 一 1)…(m ok 十 1)zrt 
没有 简单 的 解析 表达 式 , 但 如 果 把 基底 函数 z 改换 成 天 , 则 


ina Den mkt D+ 
[Ed . 


这 启发 人 们 引入 指数 型 生成 函数 的 概念 . 
数列 (ao,ai ,as,…} 的 指数 型 生成 函数 定义 为 形式 突 级 数 


nn 
之 /as ET 
定理 5. 5. 之 多 重 集 合 M= {co * ds CO d2s "rs OO ”2 } 的 


排列 中 ,车 限定 元 素 w 出 现 的 次 数 集合 为 M, (1 才 i 志 nn), 则 排列 
数 的 指数 型 生成 函数 为 


证 明 将 和 积 式 展开 ,得 
1 2 i 条 


只 要 证 明 展开 式 中 若 的 系数 就 是 满足 限定 条 件 的 可 重 排列 数 
即 可 ， 
首先 ,对 于 集合 M 的 满足 限定 条 件 的 每 个 可 重 排列 , 设 其 
中 a 出 现 训 次 =1,2,… ,Rn); 则 (1 ,8，，…,k,) 就 是 方程 
后 十 局 十 呈 十 二 Ch EE M,, i = 1,2,. 1) 
{5.5.1) 
的 一 个 解 
197 


其 次 ,方程 (5. 5, 1) 的 每 个 解 (& ,2 站,) 都 对 应 一 类 站 9[ 重 
排列 ,此 类 中 的 每 一 个 可 重 排 列 里 ,元 素 ac 出 现 角 次 (i==1,2， 
…,1), 而 此 类 上 & 可 重 排列 的 个 数 就 是 多 重 集合 {& :a1,， kk,* as， 


k et ee ie 


… 相对 应 的 夫 醋 重 排列 有 i ep A 
再 者 :方程 (5. 5. 1) 的 不 同 解 C& ,2，…,&,) 所 对 应 的 不 同 让 可 
重 排 列 类 中 没有 相同 的 排列 . 
由 加 法 原则 ,集合 M 满足 给 定 条 件 的 可 重 排列 的 总 个 数 为 
RI: 
下 1 了 下 天 


二 | 十 二 2 下 or 二 内， 再 
WE Mi ?= 1.2,°" un) 


特别 地 ,数列 {1,1,…} 的 指数 型 生成 函数 e(x) = > 开 具有 
与 指数 函数 相似 的 性 质 ; 


e(x)elty)=eltrty). 
这 是 因为 


elr)ely)= > 3 Y 


so 


se >) }> 
| 


特别 有 
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el(x) * e(— xX) 一 eC0) 一 ]， 
从 而 
_ 1 
etx). 
例 2 多 重 集 合 M= {oo "al co，as，…，cc +， an} 的 排列 
数 序列 {5} 的 指数 型 生成 函数 为 


站 和 ee 


EC 一 寂 ) 一 


,= elnz) 


从 而 
b; = nt, 
例 3 由 数字 0,1,2,3 组 成 的 长 为 的 序列 中 ,要 求 含 有 偶 
数 个 0, 问 这 样 的 序列 有 多 少 个 ? 
解 ”根据 题 意 ,有 
和 三 
EY 
由 定理 5. 5.2 知 , 该 排列 数 的 指数 型 生成 函数 为 
1 二 各 二 茵 二 “(1+ 徊 + 大 
a eltr) 工人 工 )》 


一 序 (e(4x) 十 eC27))， 


所 以 后 的 系数 为 
访 尘 于 (4 十 24)， 
当 &=2 时 ,满足 题 意 的 序列 有 10 个 ,它们 是 ， 
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00, 11, 12, 13, 21, 22, 23, 31, 32,33, 
例 4 由 1,2,3,4 能 组 成 多 少 个 五 位 数 ? 要 求 这 些 五 位 数 中 1- 
出 现 2 次 或 3 次 ,2 最 多 出 现 1 次 ,4 出 现 偶数 次 ， 


解 ”根据 题 意 ,有 
44 a {2， 3}， 
M, = (0, 1}, 


M, = {0， 1， 人 
M, = {0, 2, 4， 由 
由 定理 5. 5.2 知 ,该 排列 数 的 指数 型 生成 函数 为 
(+ 到 (3+ 天 (1+ 盏 + 曾 + 


Xx? x4 ] 


2 一 
一 3 十 4t 十 Xx) “elr)， 2 te 2 Wb 


二 3 十 4z 十 za)(e(2z) 十 1)， 


所 以 苛 的 系数 为 


1 2 小 | 
Sy Xla 竺 二 4X -十 1x x Tl= 140， 


| 140 个 . 
例 5 求 必 ={co al covar，…， oo0，an) 的 上 排列 中 每 个 
2 《ln) 至少 出 现 一 次 的 排列 数 A 的 指数 型 生成 函数 . 
解 Ce 
= {1, 2, 3, } (1 CiSn). 
由 定理 5. 5.2 知 ， es En 


人 


= (e(x) 一 1)" 
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= >)( 一 1) "> 思 寺 全 
= >) DD (一 站 着， 
所 以 
A > 的 人 
满足 本 题 条 件 的 排列 


可 以 看 成 是 把 个 不 同 的 球 1,2,…,k& 放 入 x 个 不 同 的 盒子 a， 
a，，,"…,an， 并 且 每 盒 非 空 的 一 种 放 法 , 即 球 j 放 入 盒子 a 中 (1 专 j 
<w) ,在 第 2 章 2.7 节 中 我 们 知道 共有 

A = nS (tk, ny) 


种 放 法 . 由 此 得 出 元 集合 的 分 划 数 的 显 式 表达 式 
Ey 二 > | 

由 此 可 知 ,S 尼 ,的 指数 型 生成 函数 为 
让 (eCx) 一 Dr 


jy 2 


1 


5. 5.3 分 拆 数 的 生成 函数 


在 第 2 章 2.6 节 中 ,我 们 介绍 了 正 整 数 的 (无 序 ) 分 拆 ,并 利用 
Ferrers 图 讨论 了 分 拆 数 的 一 些 性 质 . 本 节 我 们 介绍 分 拆 数 的 生成 
应 数 ,并 利用 生成 函数 来 分 析 分 拆 数 的 一 些 性 质 . 

定理 5.5.3 令 B(n) 表 示 正 整数 的 所 有 分 拆 数 ,B,(n) 表 
示 的 各 分 部 量 都 不 超过 7 的 分 拆 数 ,Bu(n) 表 示 n 的 各 分 部 量 
都 属于 集合 五 的 分 拆 数 , 则 它们 相应 的 生成 函数 分 别 为 
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3 
1 


a St Tr) 7) 
(2) DB = I 7 
a iEH + 


(3) SBONz — I 天 二 
证 明 (1) 给 定 坟 的 一 个 分 部 量 不 超过 7 的 分 拆 


六 一 天， 二 有 2 十 … 十 到 {5.5. 2) 
则 它 对 应 着 不 定 方程 
8 一 ]。2 十 2，xr 十 十 和 ， 乱 《5.5. 3) 


ee ,反之 亦 然 . 所 以 ,Bln) 等 于 方程 
5. 3) 的 非 负 整数 解 的 个 数 . 
” 现 要 寻找 序列 B,(n)} 的 生成 函数 ,为 此 ,考察 下 列 r+ 个 宕 级 
数 的 乘积 
《1 十 工 十 z 十 (1L 士 寻 十 (zz 十)》 
“1 十 和 十 十) (5,. 5. 4) 
它 的 展开 式 中 ,每 一 项 x" 必 可 写成 
Tm Th (CT) (TS 
= Tht 
此 处 ,z*' 取 自 第 1 个 插 号 ,…… (2 六 取 自 第 -个 括号 . 从 而 有 
nn 二 1] -站 十 2 十 "十 + 不， 
即 (& ,kz，…,k&,) 是 方程 (5.5.3) 的 一 组 非 负 整数 解 . 反之 ,方程 
(5.5. 3) 的 一 组 非 负 整数 解 就 对 应 着 (5. 5. 4) 式 的 展开 式 中 的 一 个 
项 x", 因此 ,方程 (5. 5. 3) 的 非 负 整数 解数 等于 C5- 5. 4) 式 的 展开 
式 中 x" 的 系数 ， 
综 上 所 述 , 有 


i Ye Te 一 


(2) 令 已 = {hh 有,…} 是 整数 集合 , 且 满 足 而 < 六 < 
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过 让 之 … ,类似 于 (1) 的 证 明 可 知 , Bar) 等 于 方程 
站 十 下 Ta 十 和 十 Ar 十 一 天 
的 非 负 整数 解 的 个 数 , 所 以 它 的 生成 函数 为 


人 Bu(Ca) 妇 一 (十 x 和 十 ZT 十 …) 
二 十 十) 
= 1 
2 二 了 
《3) 当 瑟 一 和 ,2.3 时 , Bra) 一 吾 (a?， 从 而 有 


本 | “1 
之 /BCz)z 一 L T 二 六. 


注意 ,这 里 是 无 穷 乘积 , 当 >NN 时 ,每 级 数 
1 


二 1 十 十 2 十 … 


下 
在 乘积 展开 式 中 对 z,z:,…,zx* 的 系数 没有 贡献 . 这 说 明 形 式 宕 
级 数 的 前 N 二 1 项 之 和 > )B(z)z 是 由 有 限 乘积 【| 一 ; 完全 
确定 的 . 


从 上 述 结果 可 以 得 到 下 面 商 个 推论 : 
推论 5. 5.1 将 x 分 成 个 分 部 量 的 分 拆 数 的 生成 泡 数 为 


(1 ~— x Co rl 一 工 ) 
证 明 ”由 定理 2.6.4 知 ,将 nn 分 成 r 个 分 部 量 的 分 拆 数 
Bl(n,r) 等 手 n 的 最 大 分 部 量 为 7 的 分 拆 数 Bx) 一 B,_1《n) ,所 以 


DB rer= 2B,(n) 一 B._i(n))z" 
一 C 


A 二 人 


加 r 1 ”=-1 1 
-= 


1—x 


和 


《1 — x)(1 Co zx) CO— x) 
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推论 5.5.2 x 的 各 分 部 量 两 两 互 不 相间 的 分 拆 数 等 于 的 
各 分 部 量 都 是 奇数 的 分 拆 数 . 
证 明 = 的 各 分 部 量 两 两 互 不 相同 的 分 拆 数 的 生成 函数 为 


一 六? 一 T+ 一 org 
JITG +z)= .1.1 二 


pai 1 一 工 1]—x 1 一 全 


站 1 
BE [I ] rui 


J=1 


上 式 右 端的 无 穷 乘 积 是 ”的 各 分 部 量 都 是 奇数 的 生成 函数 ,由 此 
得 到 本 推论 ， 


5. 5.,4 组合 型 分 配 问题 的 生成 函数 


定理 5.5.4 把 上 个 相同 的 球 放 入 ”个 不 同 的 盒子 aa:y，…， 
an 中 ,限定 盒子 a; 的 容量 集合 为 M (1 和 zi 委 z) , 则 其 分 配方 案 数 
的 生成 函数 为 、 


IT( >"). 


证 明 不 妨 设 盒子 Ql i 中 放 入 的 球 数 分 别 为 XrT2s 

ee ns 蜀 

ZI 十 zs 十 … 十 oo 一 天 

{Zs EE M.,, 】 < 2). 
一 种 符合 要 求 的 放 法 相当 于 = {00 eas co coco。 ca) 的 
一 个 & 组 合 ,前 面 关于 盒子 w 容量 的 限制 转变 成 组合 中 a 出 现 
次 数 的 限制 . 由 定理 5.5. 1 知 , 组 合 型 分 配 问 题 方 案 数 的 生成 函 
数 为 

下 (客站 
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例 6 求 不 定 方程 
2 十 2 十 za 十 二 十 du 一 20 


满足 
TI 之 3, Xi 之 2, Ts 字 4, XT 之 6, Xs 之 0 
的 整数 解 个 数 - . 
解 ”本 问题 相当 于 把 20 个 相同 的 球 放 入 5 个 不 同 的 盒子 中 ， 
盒子 的 容量 集合 分 别 为 
Ad 一 13，4，…)}， 
M, = {2, 3, ***}， 
M;, 一 {4，5， }， 
M, = {6, 7, …}, 
- M; = {0, 1, 2, '*} 
该 组 合 型 分 配 问题 的 生成 沙 数 为 
《十 十 (十 如 十 tz 十 属 十 …) 
“CT 二 十) 中 十 TT 十 十) 
二 Tl 十 区 十 ZZ? 十) 
pe = 
(1 一 Xx) 
5 fn 二 4 
i > ， 
5 十 4 总 
其 中 ,zz 的 系数 | 5 <“] = 126 就 是 满足 条 件 的 整数 解 的 个 数 . 


5. 5,$ 排列 型 分 配 问 题 的 生成 函数 


定理 $. 5. 5 把 个 不 同 的 球 1,2，… ,上 放 入 于 个 不 同 的 盒 
子 人 123 9 他 中 ,限定 盒子 Oi 的 容量 集合 为 M. (1 太志 nn), 则 其 
分 配方 案 数 的 生成 函数 为 


立 (有 号 到 
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证 明 设 球 7 了 放 入 盒子 wu 中 Css4), 则 一 种 符合 要 求 的 放 
法 对 应 的 序列 


Qi Qi, "a, 


是 多 重 集合 M= {co a， coo。 as，…，00。as} 的 一 个 排列 , 盒 
子 a 的 容量 集合 M 即 是 排列 中 ai 出现 的 次 数 集合 . 由 定理 
5. 5.2 知 , 排 列 型 分 配 问题 方案 数 的 生成 函数 为 

I> 

例 7 用 红 . 白 . 蓝 3 种 颜色 给 1Xn 棋盘 着 色 , 要 求 白色 方 格 
数 是 偶数 , 问 有 多 少 种 着 色 方 案 ? 

解 将 1xn 棋 礁 的 4 个 方 格 分 别 用 1,2,…,n 标记 ,第 i 个 
方 格 着 : 色 看 作 把 第 # 个 物体 放 入 <c 盒 中 . 这 时 ,问题 可 转换 成 :把 
国标 和 全 人 下 国人 下 下 生生 本 全 人 全 和 

M, 一 Ad 一 (0,1，2，…}， 
M., 一 {0，2，4，…)}， 
于 是 ,分 配方 案 数 的 指数 型 生成 沙 数 为 


Xx Zz 
ltatat™ 


+ | 2 
|1+z 十 车 十 “| 


a efKZ) 二 TI) 


部 (e(3z) oR 


其 中 ,天 的 系数 十 (3" 十 1) 就 是 满足 要 求 的 着 色 方案 数 


5.6 有 限制 位 置 的 排列 及 棋子 多 项 式 


本 节 又 回 到 有 限制 位 痪 的 排列 问题 ,我 们 先 分 析 一 个 例子 . 

例 1 由 5 个 字母 abvcsdse 构成 的 全 排列 中 ,a 不 能 出 现在 
1,5 位 置 上 ,5 不 能 出 现在 2,3 位 置 上 ,ec 不 能 出 现在 3,4 位 置 上 ， 
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e 不 能 出 现在 5 位 置 上 . 问 有 多 人 少 种 排列 方法 ? 

解 ”根据 题 意 面 出 一 个 5X5 方 阵 , 如 图 5.6.1 所 示 , 行 表示 
5 个 字母 ,列表 示 5 个 位 置 . (i ,让 位 置 涂 上 阴影 ,表示 字母 i 不 能 
出 现在 ;位置 上 ,一 个 满足 要 求 的 排列 是 在 图 中 取 5 个 没有 阴影 
的 方块 ,并 且 每 行 .每 列 中 只 有 一 个 方块 . 例如 ,badec 就 是 一 个 合 
适 的 排列 - 


图 5.6.1 
在 {a,6,c,d,e} 的 所 有 全 排列 上 定义 性 质 
Pi: 在 位 置 有 受 限 字母 出 现 (1 志 i 所 5)， 
下 面 用 容 斥 原理 计算 符合 题 意 的 安排 数 
N(0) = wl0) 一 如 (1) 十 世人 2) — w(3) + w(t4) 一 wl5). 
由 定义 知 ,w(0)==51. NCP; ) 的 取 值 见 表 5. 6.1 ,所 以 


w(1) = DN) 一 7。，4! 
= . 有 阴影 的 方块 数 “41. 
N(P,,P,) G 尖 力 的 取 值 见 表 5. 6. 2, 所 以 
(2) = DOINGP;,P)) = 16. 31 
一 不 同行 列 中 选 2 个 有 阴影 方块 的 方法 数 ， 3!， 
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w(&) 二 不 同行 列 中 选 个 有 阴影 方块 的 方法 数 
。(5 — 1, 
由 于 对 字母 4 的 位 置 没 有 限制 , 故 w(5)==0. 但 是 ,w(3) 和 ww(4) 
的 计算 却 很 复杂 . 为 此 ,我 们 试图 找 出 一 种 新 的 方法 ,以 便 简捷 地 
决定 出 在 不 同行 列 中 取 上 个 有 阴影 方块 的 方法 数 ， 
在 组 合 分 析 中 ,一 种 通用 的 技 瑟 是 把 大 量 复杂 问题 分 解 成 规 
模 小 一 些 ,更 容易 处 理 的 子 问题 , 以 下 我 们 称 有 阴影 的 方块 全 体 为 
残缺 棋盘 (简称 棋盘 ) ,并 在 棋盘 上 定义 两 种 操作 ， 
(1) 把 棋盘 B 分 成 两 个 不 相交 的 子 棋盘 . 
对 棋盘 B 的 行列 作 适 当 的 调换 ,使 子 棋盘 B, 和 B, 所 涉及 的 
行 集合 非 交 , 列 集合 也 是 非 交 的 . 例如 ,图 5. 6. 1 表示 的 棋盘 已 可 
以 变 成 两 个 非 交 的 子 棋盘 B 和 B; ,如 图 5. 6. 2 所 示 . 
令 mC48B) 是 在 棋盘 B 的 不 同行 ,不 同 列 中 放 点 个 棋子 的 方法 
数 ,不 难看 出 ,图 5. 5.2 中 
rn{Bi) = 3, ri(B) = 1, 
ri(Bs) = 4, r(B,) 一 3. 
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并 且 和 定义 rm(B) 王 1, 则 
ra(B)= ro(Bi)r(B) + ri (Br (Bs) 十 rz(0B)ro(B2) 
一 1.3 十 3 4 十 1.1 
= 
与 前 面 的 计算 结果 一 致 . 


四 
和 
2 
乡 光 


AAA 
5.6.2 
以 及 棋盘 B 的 任何 不 相交 的 分 解 
都 是 成 立 的 ,从 而 得 到 下 面 的 引 理 : 


引 理 5. 6.1 如 果 棋 稻 B 分 解 成 两 个 不 相交 的 子 棋盘 B 和 
B, * 贡 [ 
ri(B) = 之/ 六 (Bi )re is) 
对 于 棋盘 B, 定 义 棋 子 多 项 式 R(x,B) 为 数列 {70(B),r(B)， 
“…}) 的 生成 函数 , 即 
R(zr,B) = > rnCB)z'， 
则 由 引 理 5. 6. 1 得 到 


引 理 5.6.2 若 B81,B; 是 棋盘 巨 的 两 个 不 相交 的 子 棋盘 , 则 
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R(X,B) = R(X,B) » RZ, B,). 
在 前 面 的 例 1 中 ,有 
R(T,BI) =1 3 rs 
Rix,B) 一 1 十 47 十 3r2， 
于 是 
RCCr,B)= RCOT,BI) : RT,B,) 
一 1 十 7 十 16z2 十 13r3 十 3z4. 
由 此 得 知 
ri(B)=7, 7r(B) = 16,7;(B) = 13, 
rm{B) = 3,7(B) = 0, 
代入 容 斥 原理 的 公式 ,得 
N(0)= wt(0) — wl) tw2) 一 加 3) wd} — ws5) 
二 51 一 7*4!1 十 16:3! 一 13.2!1 十 3.*11 一 0.0! 
=25. . 
我 们 把 例 1 中 体现 的 思想 归纳 成 如 下 定理 : 
定理 5.6.1 在 有 限制 位 置 时 ,安排 个 不 同 物体 的 方法 数 
等 于 
-nl 一 站 (BE 一 1)1 十 (Ba 一 2)1 
一 … 十 (一 1)"7 (好 )，01， 
其 中 ,mmCB) ,ra(B),…,r.(B) 是 有 限制 位 置 的 棋盘 B 的 棋子 多 项 
式 RCr,B) 的 系数 . 
《2) 当 棋 盘 不 能 分 解 成 两 个 不 相交 的 子 棋 盔 时 ,我 们 可 以 
把 在 棋盘 B 的 不 同行 .不同 列 上 放置 个 棋子 的 方法 分 成 两 类 . 
(CD 有 一 个 棋子 放 在 指定 的 方块 3 上 . 这 时 ,其 余 的 《一 1 个 
棋子 应 该 放 在 去 掉 S 所 在 行 和 所 在 列 之 后 得 到 的 新 棋盘 Bs 上 ， 
其 方法 数 为 mr- (8s *)， 
《ii) 没有 棋子 放 在 指定 的 方块 3S 上 . 这 时 ,全 部 站 个 棋子 应 该 
放 在 去 掉 5S 之 后 得 到 的 新 棋盘 Bs 上 ,其 方法 数 为 (Bs). 
由 此 可 知 
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rtB) = rei(Bs’ ) + ri(Bs), 
并 且 
RC(I.B) 一 民 CT BBS) + R(x Bs), 
这 就 是 对 棋盘 8 的 第 二 个 操作 . 
例 2 一 个 小 孩 给 他 的 3 个 报 地 4 ,4:,4: 和 3 个 妨 妨 避 ， 
LvD3 寄 6 种 贺年 卡 CC Ce. 图 5.6.3 列 出 了 每 个 人 的 好 
恶 , 问 有 多 少 种 让 每 人 都 满意 的 寄 送 方法 ? 


图 5. 6.3 
解 将 图 5. 6. 3 经 行列 调换 后 得 到 图 5. 6.4, 鞭 中 ,8B 与 B， 
是 不 相交 子 棋盘 . 选 定 (3,2) 位 置 的 方块 为 S, 则 
R(T,B) R{r,B) Rr,B,), 


其 中 
R(X,Rs) =1l+r, 
R(XIBI) = R(T,BIs) + TR(r, Bs' ). 
这 里 ,棋盘 B1s 和 和 Bis* 分别 如 图 5. 6, 5(a) 和 (b) 所 示 ， 于 是 
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(1 十 3 十 xz2)(1 十 3z 十 22)， 


(1 二 27x}(1 十 2r)， 


R(xz, Bis) 


R(r,B's’) 


所 以 


1 十 7z 十 15z?: 十 10zs 十 工 ! 


R(rB) 


图 5.6.5 
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和 代入 R(x,B) 中 ,得 
R(T,B)=1 十 8x 十 22zx7 十 25z 十 11x! 十 和. 
由 定理 5. 6. 1 知 , 寄 送 方法 数 为 
6! 一 8*，51 十 22，4! 一 28"，3! 十 11 21! 
一 1]*1l! 十 0*01 
= 159. 
例 3( 错 排 问 题 ) 设 图 5.6. 6 是 nxXn 棋盘 ,限制 位 置 都 在 对 

角 线 上 ,用 个 棋子 在 上 面 布局 . 


nn 格 
图 5. 6.6 
所 谓 错 排 问题 ,就 是 求 集合 全 ,2,…,n} 在 如 图 5. 6. 6 所 示 的 
有 限制 位 置 的 棋盘 上 的 排列 方案 数 . 由 引 理 5. 6. 2 知 
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| 多 


77 


一 《1 十 工 ) 


A 


e+e 
所 以 
ri(B) = 网 (Oi Cn). 
再 由 定理 5. 6. 1 , 错 排 数 为 
,= al 一 [=- D1 十 图 Cn — 2)! 


一 … 十 (一 | 11 
=azll1 一 二 十 击 一 | 
这 里 ,我 们 又 得 到 了 第 3 章 3. 3 节 所 讨论 的 结果 . 
| 题 


1. 求 下 列 序列 的 生成 函数 ， 

(1)》0，0，0， 一 1，1，.…，( 一 1)"-2，.。; 

(2) 5，6，7，…，72 十 5，…; 

《3) 0, 1 + 3 20 4 0, n(nt2), +, 

4) 0, 1 +: 2, 2 3, ,n(nt1), - 

2. 利用 生成 西数 计算 下 列 和 式 : 

(1) 1 十 十.… 十 3，; 

《2 1*"3 十 2. 4 十 … 十 zz 十 2); 
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(C3) 1]。2 十 2.3 十 … 十 天 ( 姑 十 1])， 
3. 序列 | 5 [| 的 指数 型 生成 函数 为 二 (ez) 一 1 


(1) 证 明 : 序 到 [> IG 二 14T| 的 指数 型 生成 


画 数 为 广 zlelx)—1)s 


4. 利用 生成 函数 求解 下 列 递 推 关 条 : 
i es = 4f(n 一 2)， 
f(0) = 0, f(D) = 1; 
a 人 av 1) + 9f(n— 2)— 9f(n— 3), 
f(0) = 0, f(D) = 1, f(2) = 2, 
a pe 一 37(z — 2) — 2f(n — 3), 
f(0) =1, (1) = 1(2) = 0, 
5. 从 {na,n*b，n*c)} 中 取出 n 个 字母 ,要 求 a 的 个 数 为 
偶数 , 问 有 多 少 种 取 法 ? 
6. 由 字母 aypycsdye 组 成 的 长 为 的 字 中 , 委 求 a 与 号 的 个 
数 之 和 为 偶数 , 问 这 样 的 字 有 多 少 个 ? 
7 令 19(asr)} 的 生成 而 数 为 


A(X) 一 pk. (nsr}z”, 


可 2 天 


证 明 : 
(r= 1) 
ee ， 
(1) A,(x) = 
A Cr > 1)s 
Ii—rr 
W000 Te 


8. 求 下 页 图 中 有 阴影 部 分 的 棋盘 的 寞 子 多 项 式 ， 
9, 5 名 旅客 Pi,P,,** ,Ps 要 去 5 个 地 方 CC Cs 其 中 ， 
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P 不 愿 忘 去 C1sC3; D2 不 愿意 去 CPs 不 愿意 去 CrsrCss PP 不 愿 
意 走 CsiyPs 不 愿意 去 i 问 Pp 去 Cs 的 概率 有 多 少 ? 


10. 证明: 方程 
21 十 rz 十 …… 十 zy 一 13 
和 方程 
21 十 ze 十 十 ZU 一 6 
有 相同 数目 的 非 负 整 数 解 . 

11. 设 多 重 集 会 3=={coyely co*。er，coeec co。eli， ws 表 
示 集 合 S 满足 下 列 条 件 的 ?组 合 数 ， 分 别 求 数列 {an} 的 生成 函数 : 

(1) 每 个 2; 出 现 奇 数 次 人 一 1，2，3， 4); 

(2) 每 个 ei 出 现 3 的 倍数 次 (i 一 1,2,3,4)， 

(3) el 不 出 现 ,es 至 多 出 现 1 次; 

(4) el 出 现 1,3 或 了 1 次 es 出现 2, 4 或 5 决 ; 

(5) 每 个 e; 至 少 出 现 10 次 人 一 1,2,3,4). 

12. 用 恰好 到 种 可 能 的 凑 色 做 旗子 ,使 得 每 面 旋 子 由 一 
CazPk) 条 和 彩带 构成 , 且 相 邻 两 条 彩带 的 矣 色 不 同 , 求 不 同 的 旗 
子 数 ， 

216 


13, 在 10? 和 10 之 间 有 多 少 个 整数 ,其 各 位 数字 之 和 和 洗 


于 ”54 
14. 用 生成 汪 数 法 证 明 下 列 等 式 : 
ee 


a 


So 

15. 设 多 重 集 合 5 一 {eceo，el co，eoy "0 ， O00o@1}， ao 表示 9 
满足 下 列 条 件 的 排列 数 , 分 列 求 数列 {a,) 的 生成 沙 数 : 

(1) S 的 每 个 元 素 出 现 奇 数 次 ; 

(2) S 的 每 个 元 素 至 少 出 现 4 次 ， 

(3) ea 至 少 出 现 i 次 (i= 二 1,2,"…* ,此 )， 

(4) ef 至 多 出 现 1 次 (人 一 1，2，… ,此 ). 

16. 设 有 夸 码 重 为 lg 的 3 个 , 重 为 2g 的 4 个 ,和 童 为 4g 的 2 
个 , 问 能 称 出 多 少 种 重量 ? 各 有 几 种 方案 ? 

17。 人 证 明 ; 对 任意 一 组 常数 di,dz,… di, 表达 


亦 然 - 


| 可 唯一 地 表示 成 一 个 素 一 1 次 多 项 式 ; 反 之 
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第 6 章 P6lya 计数 理论 


6.1 引 论 


在 组 合计 数 问题 中 经 常 碰 到 以 下 两 种 困难 ， 
(1) 找 出 问题 通 解 的 表达 式 . 这 种 困难 通过 引入 生成 函数 能 
够 克服 ,从 这 个 意义 上 讲 , 它 是 技术 上 的 困难 . 
《2) 区 分 所 讨论 的 问题 中 哪些 应 该 看 成 是 相同 的 ,哪些 是 不 
同 的 ;在 计数 的 过 程 中 避免 重复 或 遗漏 这 种 困难 是 概念 性 的 , 因 
为 它 要 依据 具体 问题 的 要 求 确切 地 给 出 对 象 异同 的 数学 定义 .也 
就 是 说 ,在 对 象 集合 上 定义 一 个 等 价 关系 ,计数 的 对 象 是 等 价 类 ， 
而 不 是 元 素 本 身 . 
美国 数学 家 George Palya 于 1937 年 建立 了 一 个 重要 定理 
(Palya 定理 ) ,把 生成 函数 的 思想 、 群 的 观点 以 及 权 的 概念 融 为 了 
一 体 , 该 定理 已 成 为 研究 和 解决 多 个 自然 科学 分 支 中 计数 问题 的 
理论 基础 . 
为 了 理解 第 (2) 种 困难 ,我 们 先 来 看 一 个 例子 . 
例 用 红 、 黄 两 种 颜色 对 正 立方 体 的 6 个 面 进行 着 色 , 问 有 多 
少 种 不 同 的 方案 ? 
解 ” 先 把 一 个 正 立 方 体 的 6 个 面 看 成 是 不 同 的 ,每 个 面 可 着 
成 红色 或 黄色 ,共有 2 一 64 种 着 色 方 案 . 但 是 ,实际 上 6 个 面 完 全 
相同 ,而 且 正 立方 体 可 以 作 多 种 形式 的 转动 . 例如 ,一 种 着 色 方 案 
.是 把 上 、 下 两 个 相对 的 面 着 红色 ,其 他 四 个 面 着 黄色 ; 另 一 种 着 色 
方案 是 把 左 , 右 两 个 面 着 成 红色 ,其 他 四 个 面 着 成 黄色 .我 们 转动 
这 个 立方 体 ,把 上 面 变 成 右面 ,右面 变 成 下 面 ,下 面 变 成 左面 ,左面 
变 成 上 面 ,这 时 两 种 着 色 方 案 重合 在 一 起 ,所 以 我 们 认为 它们 是 相 
同 的 着 色 方 案 . 
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表 6.1.1 列 出 了 各 种 着 红色 面 数 相应 的 不 同 着 色 方案 数 及 其 
代表 的 方案 数 . 其 中 ,2 面 着 红色 的 方案 分 别 为 相对 两 面 着 红色 各 
连续 两 面 着 红色 ;3 面 着 红色 的 方案 分 别 为 关联 一 个 顶点 的 三 个 
面 着 红色 和 连续 三 个 面 着 红色 . 


表 5.1.1 


着 红色 的 面 数 
不 同 着 色 方 案 数 
代表 的 方案 数 


如 果 用 多 种 颜色 进行 着 色 ,并 且 规 定 每 种 颜色 的 面 数 ,那么 计 
算 不 同 的 着 色 方 案 数 就 比较 复杂 了 . 又 如 果 着 色 的 对 象 不 是 正 立 
方 体 的 6 个 面 , 而 是 其 8 个 顶点 或 者 12 条 边 ,问题 就 更 复杂 了 . 

这 里 需要 做 两 件 事 : 明 确 给 出 两 种 着 色 方 案 异 同 的 数学 定义 ， 
对 于 mx 着 色 , 如 果 规 定 了 每 种 颜色 出 现 的 次 数 ,对 着 色 方 案 数 给 
出 统一 的 表达 式 . 
”为 此 ,需要 置换 及 置换 群 的 基本 知识 . 在 6. 2 节 中 ,我 们 先 对 
相关 知识 做 一 个 简单 的 回顾 . 


6.2 置换 群 的 基本 知识 


6. 2.1 群 和 子 群 


给 定 集合 G 和 GG 上 的 二 元 运算 “，”, 如 果 

(1)“。” 运 算 在 G 上 是 封闭 的 , 即 对 任意 a,58EG, 都 有 a*56 
EO; 

(2)“。" 运 算 满足 结合 律 , 即 对 任意 4a,5,cEG, 都 有 a * (6 c) 
一 (ce bee; | 

(3) 存在 eEG, 对 任意 aE€EG, 满 是 ea=a，e 二 a. e 称 为 全 
的 单位 元 ; 
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《4) 对 任意 aEG, 存 在 ciEC, 满 足 a。ae =-az aa 一 
a 称 为 a 的 道 元 ， 
则 称 代数 结构 (C,， ) 为 群 . 

设 (C,。) 是 群 ,对 于 C 的 元 素 a, 若 存在 m% 之 0,m 是 满足 四 
一 e 的 最 小 正 整数 , 则 称 a 是 m 阶 元 . 车 这 样 的 x 不 存在 , 则 称 a 
是 无 限 阶 的 . 如 果 C 是 有 限 集合 , 则 1C| 是 群 的 阶 .在 2 阶 群 中 , 任 
何 元 素 的 阶 均 是 ”的 因子 . 

例如 ,在 同 构 的 意义 上 ,4 阶 群 只 有 商 个 ,一 个 是 4 阶 循环 群 
C 一 (eaydz ii)， 另 一 个 是 Klein-4 群 天 ,一 {eyaypc) 它们 的 乘 
法 运算 分 别 见 表 6. 2.1 和 表 6.2.2. 在 C4 中 ,a 与 a 是 4 阶 元 ,a 
是 2 阶 元 ;在 KK, 中 ,aoc 均 是 2 阶 元 ， 

表 6.2.1 C 的 要 法 运算 表 6.2.2 KK 的 乘法 运算 


设 (G,， ) 是 群 , 刀 是 G 的 非 空子 集 , 若 对 任意 a,5E Ha'5 
E 电 , 且 a EH, 则 称 ( 吾 ,，) 是 (G,。) 的 子 群 ,并 记 为 HH<G. 

当 GG 是 有 限 群 时 ,车 G 的 非 空子 集 五 满足 对 任意 a,6EH， 
ivpb6E 五 , 则 万 为 G 的 子 群 . 

在 群 人 CCG,。) 中 , 若 存 在 <EGC, 任 何 G 中 的 元 素 5 均 可 表示 成 
a 的 方 瞻 , 则 称 G 为 循环 群 ,a 称 为 该 群 的 生成 元 。 


6.2.2 置换 群 

集合 代 ,2,…,n} 上 的 一 一 映射 叫做 元 置换 , 记 为 
本 > 2 … 
od) a(2) ca) 用 
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其 中 ,of1)a(2)…olr) 是 {1,2,…,n} 的 一 个 全 排列 . 令 3。 是 {1,2， 
…,n} 上 的 置换 全 体 , 则 显然 |S,| 二 n1. 令 cas 是 9。 中 的 两 个 元 
素 ,定义 它们 的 乘积 cl。ca 为 

oaz(t) = oi(gs(i)), 
它 仍 是 {1,2,…,n} 上 的 置换 . 5S, 对 于 署 换 乘法 ″。 ”构成 群 , 称 为 x 
次 对 称 群 . (S,,，) 的 任意 子 群 称 为 置换 群 . 


例如 ， 
Se 
1 os 2 ds 1 ad} 
wl le ls 


||} 2 i 2 3 
1 2 3| \1 3 2 
都 是 置换 群 , 

任何 置换 都 可 以 表示 成 不 相交 的 轮换 之 积 . 置换 o€ 5S, 可 以 
确定 一 个 有 向 图 ,该 图 以 们 ,2,…,n} 为 结 点 集合 ,从 结 点 i 到 oi) 
有 一 条 有 向 边 . 由 于 c 是 置换 ,所 以 结 点 i 的 像 是 瞧 一 的 , 原 像 也 
是 唯一 的 , 故 该 图 中 结 点 z 的 入 次 数 和 出 次 数 均 为 1. 从 结 点 i 出 
发 有 一 串 有 向 边 

fi od) OE) > oi) > (i), 

假若 ;azG),…:oG) 都 是 两 两 互 不 相同 的 结 点 ,of 人 Gi) 是 首次 重 
复出 现 的 结 点 , 则 必 有 of 人 i) = 否则 ,车 oC)=o" (2) (0 过 mm 过 7)， 
那么 中 (GD) 的 入 次 数 为 2, 产生 了 矛盾 , 故 不 可 能 . 这 时 ,ia(Gz)，…， 
of (构成 一 个 长 为 z 的 圈 , 它 定义 了 一 个 长 为 了 的 轮换 因子 
Go mo 再 从 该 圈 外 一 点 i 出 发 ,重复 上 述 做 法 ,又 可 得 
到 与 前 者 不 相交 的 轮换 关子 . 

例如 ,置换 
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1] 2 3 4 5 6 7 8 9) 

I 

= (1258) (367) (4) (9). 
5 写成 2 个 长 为 1.1 个 长 为 3.1 个 长 为 4 的 轮换 之 积 , 我 们 称 它 
为 173'4! 型 的 置换 . 一 般 地 , 若 o 有 6 个 长 为 i 的 不 相交 轮换 因子 
(ss , 则 称 z 是 132%…n* 型 的 置换 . 对 于 六 =0 的 那些 因子 
〈 即 不 存在 长 为 :的 轮换 因子 ) , 则 不 必 写 出 . 

下 面 介 绍 几 个 肾 换 群 . 

例 1 我 们 取 一 个 正 立 方 体 , 称 之 为 定 体 ,其 顶点 集合 为 {1， 
2,…，8}, 设想 男 一 个 正 立 方 体 与 定 体 完全 重合 ,并 且 顶 点 标记 相 
同 , 称 之 为 动 体 . 动 体 围绕 正 立 方 体 的 对 称 轴 作 各 种 旋转 ,使 得 动 
体 与 定 体 再 度 重 合 ,每 一 种 旋转 都 确定 出 顶点 集合 (1,2,…,8} 上 
的 一 个 置换 c, 动 体 的 顶点 : 重合 于 定 体 的 顶点 c(z), 这 类 旋转 有 


如 下 24 种 : 
(i) 不 旋转 . 对 应 于 恒 等 置 换 
=|! EE 
1 2 … 8 


确定 出 1 型 置换 1 个 . 
(Cu) 以 相对 两 面 中 心 联 线 为 轴 的 族 
转 , 这 种 轴 共 有 3 条 ,对 于 每 条 轴 可 作 
90",180" 和 270" 共 3 种 旋转 . 图 6. 2. 1 中 
画 出 的 轴 对 应 的 置换 分 别 为 
(1234)(5678) ， 
(13)(24)(57)(68)， 
(1432) C5876), 
这 类 旋转 可 以 确定 出 全 型 置换 6 个 ,2 
型 置换 3 个 ， 
(iii》 以 相对 两 顶点 联 线 为 轴 的 族 
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转 . 这 种 轴 共 有 4 茶 , 对 于 每 条 轴 可 作 120" 和 240" 两 种 旋转 , 图 
6. 2. 2 中 画 出 的 轴 对 应 的 置换 分 别 为 
(168)(274), 
(186) (247). 
这 类 旋转 可 以 确定 出 1:3? 型 置换 8 个 . 
《iv) 以 相对 两 边 中 点 联 线 为 轴 的 旋转 . 这 种 轴 共 有 6 条 ,对 于 
每 条 轴 可 作 180° 旋 转 . 图 6. 2. 3 中 画 出 的 轴 对 应 的 置换 为 
(15)(37)(46) (28). 
这 类 旋转 可 以 确定 出 2' 型 置换 6 个 . 


图 6.2.2 图 6. 2. 3 
这 里 的 24 个 置换 构成 Ss 的 一 个 子 群 , 称 为 正 立 方 体 旋转 群 ， 
它 是 8 次 24 阶 算 换 群 . 
例 2 我 们 取 平 面 上 一 个 正 x 
边 形 , 称 之 为 定 稚 , 其 顶点 和 集合 为 
{1,2,…:z 设想 另 一 个 正 n 边 形 
与 定 盘 完全 重合 ,并 且 顶 点 标记 相 
同 , 称 之 为 动 盘 , 如 果 只 人 允许 动 盘 作 


平面 旋转 ,那么 绕 中 心 旋转 至 ; 
(LE<<m) 角 度 , 使 得 动 盘 与 定 盘 重 
合 . 它们 对 应 的 ， 个 顶点 集合 上 的 


图 6.2.4 
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置换 是 aa 1 二 71; 其 中 ,oo 二 (122)， 它们 构成 以 Go 为 
生成 元 的 次 循环 群 C.. 图 6,2.4 给 出 了 ==8 的 情况 . 
例 3 在 例 2 中 ,如 果 人 允许 动 盘 作 平 面 旋转 和 空间 翻转 ,使 得 
动 盘 与 定 盘 重合 :那么 ,所 确定 的 置换 群 中 踪 去 = 个 旋转 外 ,还 有 
2 个 沿 对 称 轴 的 笼 转 . 它们 构成 的 项 点 集合 上 的 2x 个 置换 全 体 称 
为 nn 次 二 面体 , 记 作 DD,, 则 
D, = {gr, GT To, TO, os TO 1}, 
其 中 
= (2n), 
r= (1) (2 1).. 
特别 取 z* 一 3,4 时 ,如 图 6. 2.5 和 图 6. 2.6 所 示 , 分 别 得 到 
Ds = (0o1.C123),(132),(13),(12),(23)}, 
0 = (123), 
T= (13) 


D, = {0,1234) ,C13) (24), (1432), (14)(23), 
C13), (12)C34), (24)}, 

5 一 (1234)， 

ft = (14) (23). 


2 2 | 3 


图 6. 2.5 ,图 6.2.6 
例 4 正 立 方 体 的 24 个 旋转 也 确定 出 6 个 面 构成 的 集合 上 
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的 24 个 轻 换 ,它们 构成 6 次 24 阶 置换 群 . 
类 似 地 , 正 立 方 体 的 24 个 旋转 也 确定 出 12 条 边 构 成 的 集合 
上 的 24 个 置换 ,它们 构成 12 次 24 阶 置 换 群 , 


6.3 计数 问题 的 数学 模型 


我 们 将 6. 1 节 中 讨论 的 正 立方 体 红 , 黄 两 面 着 色 问 题 一 般 化 ， 
经 过 提炼 ,可 以 得 到 下 面 所 描述 的 计数 问题 的 数学 模型 . 
设 品 ,R 是 有 限 集 合 , 从 也 到 RR 的 映射 全 体 记 为 
F={f |f:D-— R}, 
G 是 DD 上 的 一 个 置换 群 . 在 上 定义 6 等 价 关系 : 对 任意 万 , 户 
所 了, 若 存在 cE€G, 使 得 对 任意 dED, 等 式 
fi(ad) = fled)) 
均 成 立 , 则 称 f 与 f; 是 G 等 价 的 . 
G 等 价 关 系 是 下 上 的 等 价 关系 , 即 它 满足 : 
(1) 自 反 性 . 对 任意 .AE 以 及 任意 dED, 均 有 
fla) = f(ar(a)), 
其 中 ,oj 是 D 上 的 恒 等 置换 . 
〈2) 对称 性 .车 /1 与 f, 是 避 等 价 的 , 则 存在 s€EG, 对 任意 的 
dED, 有 | 
fild) = f.(o(d)). 
而 o 1'EG, 故 对 任意 dED, 有 
fild) = fi(o (dd)). 
所 以 下 ,fi 与 fi 是 G 等 价 的 ， 
《3) 传递 性 . 若 三 与 了 0 五 与 是 G 等 价 的 , 则 
存在 a,rEG, 对 任意 dED, 有 
Cd = flal(d)), 
fild) = flr(d)). 
所 以 
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ED 一 六 (ro(d))， 

而 roECG, 故 fn 与 fs 是 G 等 价 的 . 

在 上 面 提 到 的 数学 模型 中 ,我 们 可 以 将 集合 DD 理解 为 一 组 对 
象 的 全 体 , 而 从 到 尺 的 一 个 映射 则 可 理解 为 一 个 将 也 中 全 
体 元 率 进 行 安排 的 方案 ,这 样 ,下 就 是 也 中 元 素 安排 方案 的 全 体 ， 
在 G 的 置换 下 相同 的 安排 方案 认为 是 同类 的 方案 ,于 是 , 求 不 同 
类 型 的 安排 方案 数 就 是 求 上 的 G 等 价 类 数 . 

下 面 通过 几 个 例子 来 说 明 ， 

例 1 对 正 立方 体 的 6 个 面 进行 红 、 黄 两 色 着 色 , 着 色 方案 全 
体 天 一 人 7 | f:D->R}, 其 中 ,D={ 上 ,下 , 左 ,有 ,前 ,后 } ,R= { 红 ， 
黄 }. f, 和 了 分 别 是 将 上 、 下 和 左 、 有 两 面 着 红色 ,其 余 四 面 着 黄 
色 的 着 色 方 案 . 设 G 是 D 上 的 置换 群 ( 见 6.2 节 例 1), 其 中 有 以 
前 、 后 两 面 中 心 联 线 为 轴 沿 顺 时 针 方 向 旋转 90" 的 置换 c=( 上 ， 
右 , 下 , 左 ), 见 表 6. 3.1. 可 以 看 出 ,fi 与 fs 是 G 等 价 的 , 即 它们 是 
相同 的 着 色 方 案 . 上 述 数学 模型 正好 反映 了 我 们 的 直觉 


改 6.3.1 


fz(old)) 


例 2 用 7 个 字母 能 组 成 多 少 个 长 为 n 的 环形 字 ? 
解 ” 每 个 环形 字 对 应 于 x 个 位 置 集 DD={1,2,…,n} 到 7 个 字 
母 集 {cco，…,c,} 的 一 个 映射 . D 二 {1,2,…,n) 上 的 置换 群 
C, = {gr 9 ,0 }, 
其 中 ,ac= (12…2). 在 C 作用 下 
F= {ff | fD {cc yc)) 
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上 的 每 个 C. 等 价 类 就 定义 一 个 环形 字 . 
例 3 用 > 种 颜色 的 珍珠 能 组 成 多 少 种 长 为 二 的 项 链 ? 
解 令 
D= {1, 2, ***, n}, 
R= {cs Cs yc 
fF={f|f:D™R}. 
在 上 的 mn 次 二 面体 
D, = {or 0, Cy id， TIGI To" 1), 
其 中 ,ac= (12…4) ,Tf 二 (1n) (2 n 一 1)…. DD, 在 上 确定 的 每 个 D， 
等 价 类 就 定义 一 个 项 链 . 


6.4 Burnside 引 理 


有 了 计数 问题 的 数学 模型 之 后 , 接 下 去 的 任务 就 是 找 出 计算 
C 等 价 类 的 公式 ,进而 确定 全 部 等 价 类 的 生成 函数 . 


6. 4.1 共 斩 类 


设 G 是 5S, 的 子 群 ,在 S, 上 定义 关系 G 共 轿 : 对 任意 s,{1EG， 
若 存 在 gE€C, 使 得 :一 g -izg, 则 称 s 与 1 是 0G 共 轿 的 . 

C 共 生 关 系 是 等 价 关 系 , 即 它 满足 ， 

(1) 自 反 性 . 对 任意 :ES,, 均 有 

3 一 glsos, 

其 中 ,er 为 恒 等 置换 . 所 以 ,s 与 其 自己 是 G 共 连 的 ， 

(2) 对 称 性 . 若 :与 + 是 G 共 思 的 , 即 存在 gE€G, 使 得 := 
gt8， 则 

t= (g ') sg !， 

而 g EG, 所 以 1 与 ;是 G 共 轿 的 . 

(3) 传递 性 . 若 ~ 与 是 G 共 印 的 ,s 与 上 是 G 共 铂 的 , 即 存在 
SEC'SsEC, 使 得 > 一 gg 一 gtgsy, 所 以 
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r= Fn gs 1g281 
一 (gag1) ECSgzgt)， 

而 gzg1€EG, 因 此 7 与 是 6G 共 思 的 . 

引 理 6.4.1 两 个 置换 s,t:€ES, 关于 S. 是 共 斩 的 , 当 且 仅 当 
它们 是 同型 的 . 

证 明 若 s,t€ES, 关 于 S, 是 共 纪 的 , 即 存在 gES., 使 得 :一 
ES "fg8- 令 

t= Cutt 《CEaltaz ta "(tmtma'*tm, )» 


且 令 
giltw) = sy (IEPpEm, lgARi,), 
则 有 
tm = gS) (IEpEm, 1 委 和 和 雪 六 ). 
所 以 
5s(su)= 8 tglsn) 
= gt) 
= g (ts) 
= 5s12。 
同 理 
SC51;) = $1j+1 (7 天) 
ss) = sy. 
通过 类 似 的 分 析 可 知 ,s 的 轮换 分 解 为 
5 = (S82 8y ) (3S2152g So ee Sm Sima Sm ) ， 
从 而 :与 1 同型 . 


反 过 来 , 若 * 与 + 同型, 设 
t 一 Fut ) fafa ep, ) (Fmtma "tm, ) 9 
4 一 《SSi2 31i ) (S21s22°° "50 ) "CSmiSm2 "Sm ) 


定义 元 置换 8 全 5S,; 使 得 
tw 一 Sm) (IEPpEm, SgqRi,), 
则 有 
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g ‘tg(sp)= £8 ECtoo) 
=g "(teat) 
Spgt] 
= s(sw) (9 i). 
同 理 
8 后 (sm) = sp = ssn,), 
所 以 
s=g tg, 


即 s 和 +t 关 于 ,是 共 氏 的 ， 
由 引 理 6. 4. 1 知 ,S, 中 所 有 同型 的 置换 关于 .$, 共 顽 这 一 等 价 
关系 构成 一 个 等 价 类 ,我 们 称 它 为 共 纪 f 类 . 
例如 ,S. 中 有 5 个 共 轮 类 , 见 表 6. 4.1. 
家 6.4.1 


(1)(2) (3)(4) 
(12), (C137, C14), (23), (24), (34) 
(123), (124), (132), (142), 
(134), (234), (C143), (243) 
(1234), (1324),(1423)， 
(1243), (1342), (1432) 
(12)(34), (13)(24), (14)(23) 


3| 理 6.4.2 5, 中 府 于 二 2%…m 型 的 元 素 个 数 为 
经 | 
bi 1po 1 ] 252 vegzi 


证 明 ”12 型 置换 的 轮换 形式 为 
个 4 个 
一 一 -一 人 一 一 一 一 一 -一 一 人 -一 一 一 、 
CK KOCK XY KKI XX XX) (XXX)， 
rg ee Acamacnsaceceotg he in se 


六 个 如 个 | 忆 个 
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其 中 
已 十 20 十 … 十 7 一半 

我 们 把 !1,2,…,z2} 的 一 个 全 排列 填 入 该 框架 中 ,就 得 到 这 个 共 板 
类 的 一 个 置换 . 反 过 来 ,这 个 共 罗 类 的 每 个 置换 都 可 以 用 这 种 方法 
得 到 . 容易 看 到 ,从 全 排列 构造 这 个 共 轿 类 的 置换 时 产生 许多 重 
复 . 其 原因 有 两 个 : 

(1) 轮换 的 书写 方法 .同一 个 长 为 的 轮换 可 以 写成 种 
形式 : 

(iiaz at) 一 《asaaasQl) 一 一 《atal at) 

而 它们 出 现在 全 排列 中 是 不 同 的 全 排列 . 长 度 为 下 的 轮换 因子 有 
态 个 , 套 应 该 除 以 帮 【雪上 SA). 

(2) 互 不 相交 的 轮换 乘积 可 以 交换 .有 个 长 为 的 轮换 因子 
是 非 变 的 ,在 乘积 中 轮换 因子 可 以 以 任何 顺序 出 现 , 而 它们 在 全 排 
列 中 是 不 同 的 全 排列 , 故 应 该 除 以 点 ! (1 志 # 志 nn)， 

综 上 所 述 , 得 出 1%2%…z; 型 共 斩 类 中 元 素 的 个 数 为 


ni 


由 引 理 6. 4. 2,9, 中 1131 型 共 罗 类 的 元 素 个 数 为 


4! 
11 31:1’ +3 


2 型 共 氏 类 的 元 素 个 数 为 


= 8， 


6. 4- 2 不 动 置换 类 


设 G 是 {1,2,…,n} 上 的 性 换 群 , 令 
Zi+= {ooEctGO0, ok) = k} 
是 G 中 使 元 素 上 保持 不 动 的 置换 全 体 . 显然 a/€ Zi,Z 是 群 G 的 
非 空 子 集 .又 G 是 有 限 群 ,了 且 若 0,o:E2, 则 
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Ti * GR) 一 a (gpk) = oR) C=, 
所 以 go， oz€E24. 故 Zi 是 G 的 子 群 , 称 之 为 G 的 训 不 动 置换 类 . 
例如 ,5S, 中 使 1 保持 不 动 的 置换 全 体 
Zi1 = (or, (23), (24), (34), (234), (243)} 
是 $, 的 子 群 . 


6. 4.3 等 价 类 


- 设 G 是 D={ 人 ,2,…,n} 上 的 置换 群 .在 D 上 定义 G- 等 价 关 
系 :对 任意 ,LED, 若 存在 o€EG, 和 使 得 o(&) 一 1, 则 称 训 与 1 是 GG- 
等 价 的 . 

G 等 价 关 系 是 DD 上 的 等 价 关 系 ,由 该 关系 确定 的 D 上 的 等 
价 类 称 为 G 诱导 出 来 的 等 价 类 . 元 素 & 所 在 的 等 价 类 记 为 El 
例如 , 5: 中 1 不 动 置换 类 Zi 是 人 1,2,3,4} 上 的 置换 群 ,Z| 诱 
导出 来 的 等 价 类 为 
Ek, = {1}, 
E, = E, 一 五 :一 {2, 3, 4}. 
G = 二 {01，(23)} 也 是 {1,2,3,4) 上 的 置换 群 ,G 诱导 出 来 的 等 价 


Bn 
E, = Ek, = {2， 3)， 
E, = {4}. 


引 理 6.4.3 如 上 定义 的 GZ 有 满足 
iEil* |24| = |G| QE). 
证 明 令 有 所 在 的 等 价 类 |E,|=i, 且 
E: = {tal= Ek) ays ro, di)}, 
由 等 价 关系 的 定义 知 ,存在 p;EG, 使 得 pi(al)==a，(1 坟 i 所 人 ). 令 
P= (Pp, ps "s,s pi}, 
构造 
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pli= {pix | rE LZ}EG (lI EDN. 
下 面 证 明 它们 具有 如 下 3 个 性 质 ，; 
C1) 1pj2Z.| = |Z4l. 
假若 pjz 二 pj;rs; 用 pj; 的 雍和 元 pj; ' 左 乘 等 式 两 边 ,推出 t 二 
Tz 所 以 当 zw 关 zeo 时 , 必 有 pi 而 闫 Pirz. 由 此 可 知 | p21 二 12:1. 
《2) p21 站 zi 一 区 (GA). 
piZ4 中 的 任意 元 素 pz 均 把 a 映射 到 ,pjZs 中 的 任意 元 素 
Pj 均 把 & 映射 到 oa, 因 ;六 所 以 pi2i 与 pjZi 没有 公共 元 素 ， 
(3) CC 一 向 QU prZr UU pz 
因 p;EG,Zi 刁 G, 所 以 
A 
由 此 得 出 
piZs LU paZi Up UU piZi EG. 
另 一 方面 , 任 取 BEG, 则 3 是 D 上 的 置换 , 设 BClal) 二 a€E DD， 
则 4a 与 a;( 二 =) 等 价 , 故 a€ Ei 不妨 假 设 a 一 a ,由 于 
pn Pla) = pn (Qn) = us 


所 以 
pn FEZ. 
由 此 即 知 | 
PE pa ple lj psZi (do UU piZ, 
从 而 
G CS PZ U zs U … U 疡 2 
综合 上 述 两 个 方面 , 即 得 
G = piZr UY pL Uo UY piZ. 
由 上 上述 3 个 性 质 立 即 得 到 
[Gl= [Pal| + |pe2il 十 … 十 22 
一 。 12 | 
= |E| . |2.1. 
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例如 ,由 S, 中 全 部 偶 置 换 组 成 的 置换 群 为 
G={0, (123). (124), (132), (134), (142), 
(143), (234), (243), (12)(34), 
C18) C624), (14) (23)). 
G 诱导 出 来 的 等 价 类 
局 = {1, 2, 3, 4}). 
G 中 保持 1 不 动 的 置换 全 体 
Zi = {ar, (234), (243)}. 
这 里 ,|E11=4,|2Z1|= 二 3,1G|= 二 12, 满 足 |G|=1E,| * |12,1. 


6.4.4 Burnside 引 理 


引 [ 理 6. 4. 4CBurnside 引 理 ) 设 G = {al soy""" ,tr} 是 11， 2 
…,n)} 上 的 置换 群 , 则 G 诱导 出 来 的 等 价 类 个 数 为 


1= CE >。 Ci 

其 中 ,ci(a;) 表 示 在 置换 a 作用 下 保持 不 变 的 元 素 个 数 . 

证 明 设 在 虱 把 群 G 的 诱导 下 ,把 {1,2,…,n} 分 成 /个 等 价 
类 E: ‘Es; 有 "EE,,. 下 面 首 先 证 明 : 若 c 与 4 在 同一 个 等 价 类 中 , 则 
1Z.|= 12al. 

不 妨 假 设 c,d€ E; , 即 存 在 p., psEG ,使 得 

pi = ec, paliy) = d. 
令 p 二 pap,; 则 有 pEG, 且 plc) 一 d. 定义 
了， 2 — Ls, 

使 对 于 任意 uEZLes fu)=pup ， 容易 证 明了 是 一 一 映射 ,从 而 
IZ, | 一 1Z。 | ， 


表 6.4.2 列 出 了 co) 与 124j 之 间 的 关系 . 从 表 中 可 以 看 出 
Pace) = > 有 


2 


= 2 {21241) 


j= KEE, 
2 


3 > | 五 | 12 | 


j 一 上 


从 而 


‘Za| … 1Z。| 


121 


注 : 其 中 


i {a = 7 
LO (ai( 让 天 说 ， 
例 1 G= {aor, (14)(23), (12)(34)(56), (13)(24)(56)}) 是 也 
二 {1,2,… ,6} 上 的 置换 群 , 且 有 
ci(51) = 6， 
ci((14)(23)) = 2， 
ci((12)(34)(56)) = 0， 
cf(13)(24)(56)) = 0. 
由 Burnside 引 理 ,G 诱导 出 来 的 等 价 类 个 数 为 


(一 元 (6 十 2 十 0 十 0) = 2. 
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实际 上 ,这 两 个 等 价 类 为 
bl = {1，, 3， 4}， 


EF; 一 {5， 6}. 
例 2 对 正方 形 的 4 个 顶点 进行 红 , 蓝 两 色 着 色 , 问 有 多 少 种 


不 同 的 着 色 方 案 ? 
解 ”对 正方 形 的 4 个 顶点 进行 红 、 蓝 两 色 着 色 ,全 部 着 色 方 案 
有 2 一 16 个 ,分 别 记 作 fi ;fz，*… ,fis: 如 图 6, 4. 1 所 示 . 


得 四 
让 


四 
入 


图 6.4.1 
这 里 ,要 进行 等 价 分 类 的 集合 
D= {A fas, fe}, 
D 上 的 置换 群 
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C= {po, pi ps, pi}, 
其 中 
po= Ff) fo), 
Pi= SICM IF of ff oo) 
Cfyaf3f ufo), 
彤 2: 一 CFOOCF OF OF IF fs) Hf) 
Cfrf)O CF fi) fsfys), 
户 :一 CSF CF fsfs fa) Sef sfef1) fiof1) 
Cfizfisf fs). 
所 以 ,ci《po) 一 16,c1 (Pp1) 一 2,c1(P2) 一 4,c1(p3) 二 2. 于 是 ,G 诱导 
出 来 的 等 价 类 个 数 为 


/一 村 (16 十 2 十 4 十 2) 一 6 
这 些 等 价 类 的 代表 元 分 别 为 A »f» ， » fo ,fl sf ,如 图 6. 4. 2 所 示 . 


6.5 映射 的 等 价 类 


从 理论 上 讲 , 用 Burnside 引 理 可 以 解决 用 mr 种 颜色 对 = 个 物 
体 进 行 着 色 的 方案 数 计算 问题 .但 是 , 当 m,n 较 大 时 ,把 m" 种 着 
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色 方 案 编 上 号 ,研究 这 些 着 色 方 案 在 置换 群 作用 下 的 等 价 分 类 人 情 
况 ,工作 量 之 大 是 可 想 而 知 的 . 正 因为 如 此 ,Burnside 引 理 在 1911 
年 提出 后 并 没有 得 到 广泛 应 用 . POlya 于 1937 年 对 此 引 理 作 了 重 
大 改进 ,形成 Palya 定理 之 后 , 它 在 化 学 .遗传 学 .图 论 、 编 码 以 及 
计算 机 科学 中 得 到 了 广泛 的 应 用 . 

在 6.3 节 叙述 的 计数 问题 的 数学 模型 中 , 力 =={1,2,…,n} 是 n 
个 不 同 物体 , 尺 == {cyes,*…"* cn} 是 mr 种 不 同 闫 色 , 对 于 dE DD， 
/Gd) 一 < 意味 着 对 物体 4 着 以 颜色 6c. 实际 上 ,也 可 以 把 /看 成 是 
一 种 将 ”个 不 同 的 物体 放 入 xm 个 不 同 盒子 里 的 分 配方 案 ,对 于 4 
ED,f(qd)==c; 意味 着 将 物体 d 放 入 盒子 ci 中. 

我 们 对 集合 R 中 的 每 个 元 素 c; 赋予 一 个 权 ww(eD) ,wte;) 可 以 
是 数字 或 字母 . 对 w(c) 可 以 进行 加 法 (十 ?和 连接 (。) 运 算 ,并 且 
这 些 运算 满足 结合 律 和 交换 律 . 映射 F:D-> 的 权 是 所 有 像 的 权 
的 连接 , 即 

wf) = [wf ea)). 


dED 


若 丈 是 已 的 子 集 , 则 到 的 权 为 


wF) = Dwlf). 
ERF' 
例如 , 设 D={1,2,3},R= {csc cs}. 定义 WO) =u ,tw tle,) 
=v,wt(c) =w, 现 有 了 映射 fi ,2 ;3:D>R( 见 表 6. 5. 1), 则 
wl{f fs fs}) = uv 十 Uv 十 UU, 
表 6.5.1 


如 果 刀 , 户 ER 一 (FF | f:D>RI.H A 与 fi 是 G 等 价 的 , 即 
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在 刀 1 于 的 置换 群 G 中 存在 元 素 ,对 任意 &EDP, 有 六 (c) = 
PCzcad)), 则 它们 的 权 之 间 的 关系 满足 
wtfi)= [wd la)) 


= [wfleca))) 


dED 


= [[wd;ca')) 


= wt(fs). 
这 说 明 同 一 个 等 价 类 中 的 映射 有 相同 的 权 . 由 此 ,我 们 可 以 定义 等 
价 类 的 权 ( 简 称 模 式 ) 为 该 等 价 类 中 映射 的 权 . 特别 需要 指出 的 是 ， 
具有 相同 权 的 映射 不 一 定 在 同一 个 等 价 类 中 . 例如 ,在 6.4 节 例 ? 
中 , fo, fio: {1,2,3,4} 一 {cc}; 且 wl(c) = 二 ryw (cz) 二 6, 于 是 
w(fo) 二 w(fio)==r6?( 见 表 6.5.2), 但 是 它们 分 别 在 不 同 的 等 价 
类 {fo,fi,fesy 吉 } 和 (fio, 所) 中 . 
表 6. 5.2 


等 价 类 和 集合 中 所 有 等 价 类 权 的 和 叫做 该 等 价 类 集合 的 模 
式 表 . 

例 1 设 DD={],2,3},R= {cycac) yw(o)=r,w(c)=6, 
wtca) =gg. 则 ri6teg 表示 D 中 一 个 元 素 着 色 的 方式 , (7r 十 6 十 g)? 
给 出 了 DD 中 三 个 元 素 着 色 的 方式 

Cr 二 b+ 8) =r 二 如 十 g 十 3r36+ 3rig 十 3bir 
+ 38°g + 3gr 二 3g8 + 6reb. 
其 中 ,36’g 表示 对 两 个 物体 着 颜色 5, 对 一 个 物体 着 颜色 g 的 方式 
有 3 种 ( 儿 表 6.5. 3). 
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囊 6.5.3 


例 2 现 有 8 个 人 计划 去 访问 3 个 城市 ,其 中 有 3 个 人 是 一 
家 ,另外 有 2 个 人 是 一 家 .如果 一 家 人 必须 去 同一 个 城市 , 问 有 多 
少 种 方案 ? 写 出 它们 的 模式 . | 

解 令 D= {di,ds,…,ds}) ,其 中 ,di,dzydi 为 一 家 ,dd 为 
一 家 . R={ciycarcs} wle) =aywtcs)=B,w(les)==7Y.f;D->R 是 
一 种 安排 方案 . 根据 题 意 ,做 D 的 一 个 5 分 划 

{disdzrds}, {dssds}, (de}, (d1}, {de}, 
要 求 f 在 每 块 中 的 元 素 取 值 相同 .对 于 {di,dzyds), 可 以 取 @ 十 BB 
十 模式 ;对 于 {di,ds} ,可 以 取 ew 十 户 十 XY 模式 ;对 于 {ds}), {di;)， 
{ds} ;分 别 可 以 取 at+p+7? 模式 . 所 以 ;总 的 模式 为 
(Ce 十 厅 十 关 ) 十 诬 十 好 Ke 十 有 十 2 

一 般 地 , 设 DD,,D;,…,DD, 是 集合 品 的 一 个 万 分 划 , 车 要 求 映 

射 在 子 集 D; 中 的 所 有 元 素 取 值 相同 , 则 这 些 映 射 构成 的 模式 表 为 


二 


(Zw ™). 


i=1 


6.6 Palya 计数 定理 


令 = (1 20) ;R= {aycern'ycm};G 是 DD 上 的 置换 群 . 
从 品 到 R 的 映射 全 体 牛 ={f | ;D>R},F 中 权 为 wi 的 映射 全 
体 构 成 
F= {ff |f EF,wf) = ww}. 
对 于 C 中 的 每 个 置换 x, 定义 x 中 如 下 : 对 任意 AEFi, 车 由 与 
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确定 了 一 个 从 也 到 RR 的 映射 f;,; 即 对 任意 dE D, 有 
fold) = f(x 1Cd))， 
则 
La 
由 f; 的 定义 知 ,对 任意 dED, 有 
~ fild) = fi(x(d)), 
所 以 所 与 fi 是 G 等 价 的 . 由 前 面 的 讨论 知 ww(f2) 一 w(f1) 一 wi， 
即 fi€ 中 因此, 这样 定义 的 x 中 是 ,上 的 映射 . 
引 理 6.6.1 映射 x" 是 Ff; 上 的 置换 . 
证 明 F; 是 有 限 集合 , 故 只 需 证 明 F; 中 不 存在 两 个 不 同 映 
射 记 ,fi, 它 们 在 x 中 的 作用 下 映射 到 相同 的 上 . 如 车 不 然 , 设 
T™"(f) 二 f, 且 zx"(f) 二 f. 由 定义 知 ,对 任意 dED, 有 /1(4)== 
far(d)) ,fi(d) 一 f(a(d), 即 1(4)==fi(d). 这 与 f1 关 fi 蓝 盾 ， 
故 不 可 能 ,于 是 ,x 是 ;上 的 置换 ， 
引 理 6. 6. 2 对 任何 ECO, 均 有 
(Ny TI 一 Te A, 
证 明 任 取 所 Es 设 而 人 有) 二 fzs(f2) 二 有 .由 下 的 
定义 知 ,对 任意 dEDD, 有 
fi(d)= fd)) 
= fxr(d)) 
= f(r * A (qd)), 
从 而 
(Ra NN CA) 一 万 ， 
另 一 方面 ,有 
zs mf) = rd Cr (FY) 
= x (f,) 
三 学 
与 前 面 的 结果 相 比 较 , 即 得 
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《ra A 一 Xe Ti 


现在 我 们 由 D 上 的 置换 群 G 定义 丈 , 上 的 置换 群 公 为 
G = {xr | rE€EG). (6. 6.1) 
用 避 在 已 上 定义 等 价 关 系 “ 盖 ”如 下 : 如 果 存 在 x”EG, 使 
得 xD) 一 产 , 亦 即 存在 rEC, 使 得 对 任意 &ED, 六 (dz) 一 
疡 (rd)) 成 立 , 则 称 fi. 守卫. 
由 Burnside 引 理 知 ,F; 上 的 等 价 类 个 数 为 


nz 一 re > cr )., 


x et 
可 以 证 明 ( 本 章 习 是 9) 
= ; 
7 一 和 
= Dlr?), (6. 6. 2) 
IGi2 
从 而 FF 的 全 部 模式 表 为 
Ea p 
1 
iw -一 TT (zx) 
2 6 
1 Ed 
二 re Yrw,, 
ap 


其 中 ， p33 《ro)ruo: 是 对 了 GE 局, 且 zxofP 一 f( 即 对 任意 d EE DD， 
有 .rd) = 了 (rca)), 简 记 为 f= fr ) 的 映射 了 的 权 求 和 , 故 
的 全 部 模式 表 = [ET 也 人 Dw/)). 
EG f/fEF 


了 了 一抹 


这 里 ,对 于 给 定 的 xEG 和 J 了 EF, 对 任意 dED, 有 
fd) = fra = ft(d)) 一 …， 
即 要 求 了 在 x 的 每 个 轮换 因子 所 涉及 的 诸 元素 上 取 值 相同 . 设 x 
是 过 22… 罗 型 的 , 则 
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uC = | wo Dern) Pw), 
EE | r€ER rerR rE 
所 以 
五 的 全 部 模式 表 一 Pel > ro(r) 9 Dw 7) ,ee Sw" (7)) ， 
rER reR r€R 
其 中 


1 bj nb » 
P(x Lr 9 yd) = Te ] 1 人 > zs 和 rz n 
EG 
xz 是 191 2 和 2 nt 型 的 


称 作 G 的 轮换 指标 . 至 此 ,我 们 得 到 了 本 章 最 重要 的 P6lya 计数 定理 . 
定理 6.6.1 令 G 是 D=(1,2,…,n} 上 的 置换 群 ,R= {rn ,rz， 
or) 一人 | :D>R), 则 上 的 全 部 模式 表 为 
Pcl Pw) yw rs Ds). 
推论 6.6.1 F 上 等 价 类 的 个 数 为 PeCIR|,|R|,*…,|R1). 
证 明 车 R 中 每 个 元 素 7 的 权 w(r)=1, 则 任何 映射 :DD 一 
R 的 权 均 为 1, 从 而 定理 6. 6.1 中 的 模式 表 给 出 的 是 等 价 类 的 
个 数 . : 
例 1 将 正三 角形 的 3 个 顶点 用 红 , 蓝 、 绿 3 种 颜色 进行 着 
色 , 问 有 多 少 种 不 同 的 方案 ? 如 果 
(1) 经 旋转 能 重合 的 方案 认为 是 相同 的 ; 
(2) 经 旋转 和 翻转 能 重合 的 方案 认为 是 相同 的 . 
解 (1) D={]1,2,3}, R= {ciycarcs}y tw le) =r,w (cs) =b, 
wlcs) 二 g.D 上 的 置换 群 
G = {or,(123), (132)}, 
其 轮换 指标 为 


P(X, To x3) = Cx 十 2T3). 
于 是 ,等 价 类 的 个 数 为 
Pe(3,3,3) = 于 (3: 直人 
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《2) 只 是 将 Cl) 中 的 置换 群 变 成 
© -人 {Grs (123),(132), (13), (12) ,(23)} 9 
其 轮换 指标 为 


Pe(zuzaym) = F(x 十 2zs 十 3rizz). 
于 是 ,等 价 类 的 个 数 为 
Poe(G3,3,3) 一 去 (3 十 2 3 十 3。35 一 10， 
这 些 方案 如 图 6. 6. 1 所 示 . 


入 入 人 人 入 信人 
AAAAA 


6. 6. 1 

在 (1) 中 ,在 图 6.6.1 的 基础 上 还 要 增加 
一 个 方案 ,如 图 6. 5. 2 所 示 ， 

例 2 对 正 立 方 体 的 6 个 而 用 红 、 蓝 、 绿 3 pas 
种 颜色 进行 着 色 , 问 有 多 少 种 不 同 的 方案 ? 又 
问 3 种 颜色 各 出 现 2 次 的 着 色 方 案 有 多 少 种 ? 

解 ” 正 立方 体 6 个 面 的 置换 群 G 有 24 个 
元 素 ,它们 是 ， 

(i) 不 动 的 置换 ,型 为 1', 有 1 个 ; 

Gii) 绕 相 对 两 面 中心 轴 旋转 90",270" 的 置换 ,型 为 1:4 ,有 6 
个 ;旋转 180° 的 置换 ,型 为 1:2:, 有 3 个; 

(ii》 绕 相对 两 顶点 联 线 旋转 120° ,240° 的 置换 ,型 为 3 ,有 8 个 ， 

Civ) 绕 相 对 两 边 中 点 联 线 旋转 180* 的 置换 ,型 为 军 , 有 6 个 ， 
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图 6. 6,2 


所 以 ,该 置换 群 的 轮换 指标 为 


Pslx sa29""? » Te) -= 
Ee 十 5ziar 十 3zi2zz 十 8za 十 6z? )， 


等 价 类 的 个 数 为 
i= Pe(3,3,'" ,3) 


一 让 (3 十 6 十 3.3' 十 8.37 十 6.3) 


一 57， 
下 面 计算 全 部 着 色 模 式 . 这 里 ,R= {circrc} wlc)=r, 
wcs) 二 bywlcs) 二 g ,于 是 


下 的 全 部 模式 表 一 高 [Cr 十 6 十 Bt 


二 67 二 2+ g(t 十 如 十 8g') 
十 3 十 6 十 gj 十 太 十 2 
十 87 十 六 十 g)? 
+ 6Cr? 十 BB 十 gg)?]， 
其 中 ,红色 、 蓝 色 、 绿 色 各 出 现 2 次 的 方案 数 就 是 上 述 展开 式 中 
rs 项 的 系数 ， 
pr nn 


为 了 表示 6 个 面 的 着 色 方 案 , 我 们 把 它们 展开 成 如 图 6. 6. 3 
所 示 的 形式 , 则 上 述 6 种 着 色 方 案 如 图 6. 6. 4 所 示 . 其 中 ,r 表示 
红色 两 面 连接 ,表示 红色 两 面 不 连接 ,其 余 类 似 . 


6. 
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图 6.6. 4 

例 3 惟 子 的 6 个 面 上 分 别 标 有 1 ;2,"…,6, 问 有 多 少 种 不 同 
的 避 子 ? 

解 ”下面 用 3 种 方法 求解 . 

方法 1 5 个 面 分 别 标 上 不 同 的 点 数 ,相当 于 用 6 种 不 同 的 颜 
色 对 它 着 色 ,并 且 每 种 颜色 出 现 且 只 出 现 = 次 ,共有 61 种 方案 . 但 
这 些 方案 经 过 正 立 方 体 的 旋转 可 能 会 发 生 重合 ,全 部 方案 上 的 置 
换 群 6 显然 有 24 个 元 素 . 由 于 每 个 面 着 色 全 不 相同 ,只 有 人 恒 等 置 
换 a 保持 6! 种 方案 不 变 , 即 c (cr 一 61ci(Cz) 一 0 (p 关 07). 由 
Burnside 引 理 知 


_ lv 
{ -一 ET 2 ®) 


1 

24 

一 30. 

方法 2 在 例 2 中 已 求 出 关于 正 立 方 体 6 个 面 的 置换 群 轮 换 
指标 ,和 如果 用 mx 种 颜色 进行 着 色 , 则 不 同 的 着 色 方 案 数 为 


‘61 十 0 十 十 0) 
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上 二 让 Co 十 3m4 十 12m 十 8z2z2). 
严格 地 说 ,i 是 至 多 用 mx 种 颜色 着 色 的 方案 数 , 我 们 可 以 计算 出 
站 一 1 光一 10, 六 一 57 必 一 240,7 = 二 800,4 一 2226, 现 令 对 表示 恰好 
用 i 种 颜色 着 色 的 方案 数 , 则 由 容 斥 原理 知 


2 一 由 一 1， 
2 
m= i) 
一 8， 
人 -多 
2 1 
一 30， 
n4= >- ?= 一 a 
3 2 1 
一 68， 
人 人 
4 3 2 1 
一 75， 
w= 4 [jm — sj | 好 3 [和 jw” 一 Oo 
5 4 3 2 1 
一 30, 


方法 3 今 尺 二 {Circasr Co} TO (Ci) = vo; 《1 委 7 妇 6)， 正 立 方 
体 6 个 面 上 的 置换 群 C 的 轮换 指标 为 


Piz) To) 


二 志 (z 十 6x1 7 十 3z1 :22° 十 8 十 672 ), 


于 是 下 的 全 部 模式 表 为 
Pel Drolr), Dw lr) ,es > yzos(r)] 
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一 去 [Cw 十 入 十 to 十 6Ceo 十 入 十 ao 
十 3 十 六 十 wwe) Cor + 00 十 0)? 
十 6b 十 …… 十 me)i(rzou 十 :十 ws) 
十 8Cewss 十 … 十 wo’)?], 
其 中 ,toirvezvwsrwosrwsros 项 的 系数 就 是 用 6 种 颜色 对 6 个 面 着 色 的 
方案 数 , 它 等 于 


eh 
24 14111011 


例 4 将 两 个 相同 的 白 球 和 两 个 相同 的 黑 球 放 入 两 个 不 同 的 
盒子 里 , 问 有 多少 种 不 同 的 放 法 ? 列 出 全 部 方案 . 又 问 每 盒 中 有 两 
个 球 的 放 法 有 多 少 种 ? 

解 令 DD= fw,wiybi,b2) ,R=( 盒 1, 盒 2), 四 个 球 往 两 个 盒 
子 里 放 的 放 法 是 下, D>R. 由 于 wei ,ws 是 两 个 相同 的 白 球 ,6 vt 
是 两 个 相同 的 黑 球 ,由 此 确定 出 D 上 的 置换 群 为 
G = {gd wirwe}, (bibs), Cowros) (hb,))}. 

其 轮换 指标 为 


PPckzi 9 -证 2 ,Ts sy TA) 一 Ce 十 2X1 Xs 十 223， 


于 是 下 上 的 等 价 类 个 数 为 
{= Poe(2,2,2,2) 


一 30. 


一 于 (2 十 2 2 十 2:) 
一 9. 
这 9 个 不 同方 案 分别 为 

(Cl ,rwbd), Wwwbb), (brwrwb), 

(vw bb) , rob,reb), Cerwbb, O), 

《TB ,ww), Crob ,pb),, (bb ,ne). 

令 忆 ( 僵 1) 一 zz( 盒 2) 一 >y, 则 玉 上 的 全 部 模式 表 为 
PelttT+ yr 十 YT 十 VT 十 1) 


= [z+ + 2 + yr: 十 入 ) 
十 《x 十 y7)?] 
三 zz! 十 2z3y 十 3z*y’: 十 2X 十 y 
盒 1 与 盒 2 中 各 放 两 个 球 的 方案 数 是 xz?y 项 的 系数 , 即 为 3. 具体 
方案 如 下 : . 
Cw B86), Bb ww), Crwb, wb). 
例 5 三 元 布尔 函数 可 以 看 成 是 有 三 个 输入 端的 布尔 电路 ， 
而 一 个 布尔 电路 通过 交换 输入 端 可 以 表示 多 个 布尔 函数 . 求实 现 
所 有 三 元 布尔 函数 需要 多 少 个 布尔 电路 ? 
解 ”三 元 布尔 函数 f(x, zs, zs) 共 有 2” 一 256 个 , 见 表 
6. 6. 1, | 


家 6.6.1 


令 五 一 {7 | f:D>R}, 其 中 ,PD={0,1,…,7},R={0,1}. 由 
XisTz3Ta3 的 置换 确定 了 DD 上 的 置换 , 见 表 6, 6.2. 所 以 ,DP 上 的 置 
换 群 为 

G= {or, (142)(356), (124)(365), 
(24)(35), (14)(36), (12)(56)}, 
“GG 的 轮换 指标 为 


Polzi x2s Ts) 一 于 (za 十 2ziezra2 — 3XT1' Te). 


上 等 价 类 的 个 数 就 是 不 同 的 布尔 电路 数 , 即 
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TlrT2 sa 的 置换 


1 2 4567 
(zi) (rx) (xa) 
0 1 2 4567 
1 :2 4567 
《1T23D) 
0 4 1 26 3 ?7 
12345 6 7 
(ZX1T3T2) 
\0 24613357 
0 123453567 
(x1) tx2T3) 
\02134657 
0 2 4567 
(xz) (zirTs) 
‘0 42 1 5 
0 1 2 5 
(za) (Xxxz) 
0 1 4 3 


例 6 求 4 个 顶点 的 简单 图 有 多 少 个 ? 

解 ” 所 谓 简 单 图 ,就 是 在 图 中 任何 两 顶点 之 间 至 多 有 一 条 边 ， 
且 项 点 上 无 圈 . 

n 个 顶点 的 完全 图 KK, 中 有 记 n《n 一 1) 条 边 , 若 对 KK, 的 边 进行 2 
着 色 , 然 后 去 掉 一 种 颜色 的 全 部 边 , 就 构成 了 有 个 顶点 的 简单 图 . 

先 看 n= 二 3 的 情况 . 对 边 2 着 色 是 映射 

了 {viva), VoD) (v0)} > {cs ce}. 
令 21 = (VV) ez 一 《7Dzra) 63 = (va01) ;关于 结 点 Ul +U2 ?U3 的 置换 引 
起 3 条 边 的 置换 , 见 表 6. 6. 3. 则 在 el ez ;6e3} 上 的 置换 群 G 的 轮换 
指标 为 
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Pcl Ee > Ts) 一 Ee 十 2x3 十 3.zizy )， 


表 6. 6.3 


{ei v2 +83 } 上 的 置换 
《el ) 《ez) (es) 


{vi pO ,v3}) 上 的 置换 
(vw) va) 


(vivsv3) (e16263) 

(vivsve) (@rese2) 
(vivs) (1) (ees) 
(v0) 《es) (prez) 


(Ce, ) {ee3) 


《mp 273 ) 


令 mc 一 rzok(cs) 一 5 则 六 上 的 全 部 模式 表 为 
Pelr + br + br + 6) 


= [Gr 十 十 2 十 6) 十 3Gr 十 6)C72 十 87)] 

一 妇 十 3 十 7 呈 十 蚁 . 
相应 的 4 种 着 色 方 案 如 图 6. 6. 5 所 示 . 去 掉 图 6. 6. 5 中 的 虚线 边 ， 
即 得 到 全 部 3 个 结 点 的 简单 图 ,如 图 6, 6. 6 所 示 . 实际 上 ,在 下 的 
全 部 模式 表 中 取 6 一 1, 得 到 

Per 十 1 天 十 1 天 十 1) 一 天 十 天 十 了 十 1， 
说 明 红 边 数 为 3,2,1,0 的 简单 图 各 有 一 个 . 


图 6. 6.5 
再 看 2 一 4 的 情况 , 今 ey 二 《vivs) ,e: 一 (oo)yei 一 (ut ) ,el 一 
《mt yes 一 (zipa)see 一 (io , 则 {visv2rv3,w4} 上 的 每 个 置换 确定 
了 {elves 214s ,06} 上 的 置换 ,后 者 构成 边 集 合 上 的 置换 群 G. 
G 中 有 1 型 的 置换 1 个 ,12 型 的 置换 9 个 ,3: 型 的 置换 8 个 ， 
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214! 型 的 改换 6 个 . G 的 轮换 指标 为 
了 (CT 6) 3 pre 十 Qr x 十 8 十 6zZ4)， 


信人 全 /... 


图 6.6.6 
令 R= {ci 1C2} sw ) = wc) 一 已 一 上 ,出 
Polr 十 ;于 十 工 ， 975 十 1》 
和 支 [er 1) 十 9G 二 Di 十 1)7 
二 8 十 1 十 6 二 1)(r! 十 17] 
二 下 十 下 十 2 十 37 十 2 十 7 十 1 
故 4 个 结 点 的 简单 图 共有 11 个 ,如 图 6. 6. 7 所 示 ， 


MAMAOM 
iI 八 了 .. 
Bare 


图 6.6.7 
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习 是 


1 计算 C123)(234)(5)(14)(23), 并 指出 它 所 在 的 共 孝 类 . 

2. 求 正 四 面体 关于 顶点 集合 {1,2,3,4) 的 置 搁 群 . 

3. 设 咏 是 nn 元 集合 ,G 是 上 的 置换 群 . 对 于 中 的 子 集 4A 和 
BB, 如 时 存在 9EG, 使 得 

B= {ola) | a € A}, 
则 称 妇 与 晴 是 G 等 价 的 , 求 G 等 价 类 的 个 数 . 

4. 对 左 图 中 的 顶点 进行 m 着 色 , 问 有 
多 少 种 着 色 方 案 ? 

5， 由 0,1,6,8,9 级 成 n 位 数 , 妇 采 把 一 
个 数 调 转 过 来 读 得 到 另 一 个 数 , 则 称 这 两 个 
数 是 相等 的 .例如 ,0168 与 8910, 0890 与 

5 了 “0680 是 相等 的 . 问 不 相等 的 n 位 数 有 多 
(习题 4 图) 少 个 ? 

6. 用 三 色 球 子囊 成 四 珠 项 链 , 要 求 各 种 闫 区 的 珠子 至 少 有 一 
个 . 问 有 多 少 种 不 同 的 项 链 ? 

7. 把 4 个 球 aeyB 直 试 入 3 个 不 同 的 例子 里 , 求 分 配方 案 数 ， 
若 不 允许 训 空 盒 , 问 有 多 少 种 分 配方 案 ? 

8. 用 4 种 颜色 ( 红 、 黄 ` 绿 、 蓝 ) 对 正四 面体 的 预 点 着 色 ，, 求 着 
名, 方案 数 ., 若 要 求 丰 (本 一 0,1,2,3,4) 个 顶点 为 红 启 , 求 着 区 方 
案 数 .， 

9. 证 明 (6. 6. 2) 式 ， 

10. 设 加 = 二 《1234),t 二 (1243). 试 找 出 一 个 置 摘 gE59S41, 使 得 
Vv 二 8 ig ;从 而 证 明 s 与 上 是 34 共 本 的 ， 

11， 写 出 S, 的 所 有 i 不 动 置 接 类 ， 

12. 在 6.4 节 例 2 中 , 令 ww( 红 色 ) 二 r,tw( 蓝 色 ) 一 5. 

(1)》 写 出 着 色 方 案 的 模式 表 ? 

《2) 将 正方 形 的 4 个 顶点 分 别 标 记 为 1,2,3,4, 则 正方 形 的 施 
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人 a c 


转 群 为 { 办 ,aaas) ,其 中 ,一 (1234). 今 we 一 中 ,zwy 一 r282， 对 
ivtez 分 别 求 (6. 6. 1) 式 定义 的 避 . 

13. 将 2 个 红色 球 和 2 个 蓝 色 球 放 在 正六 面体 的 顶点 上 , 问 
有 多 少 种 不 同 的 方案 ? 

14. 用 8 个 相同 的 角子 堆 成 一 个 正六 面体 , 问 有 多 少 种 不 同 
的 方案 ? 

15. 用 Palya 定理 求 多 重 集 合 M= {co a, 20， ads, …， 
cos*ean} 的 庆贺 排列 数 . 
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第 ?7 章 ， 相 异 代表 系 


7.1 引 论 


我 们 先 来 看 一 个 例子 . 现 有 6 名 职员 riyz…yze 和 6 项 工 
作 yi ye" ys ,每 个 职员 适合 做 某 些 工作 而 不 适合 做 另外 一 些 工 
作 . 为 了 方便 ,在 图 7. 1, 1 中 以 阴影 表示 某 人 不 适合 做 某 项 工作 . 
现在 要 和 问 :是 否 有 一 种 安排 使 得 每 个 职员 都 做 他 适合 的 工作 ?如 果 
这 种 安排 存在 ,如 何 把 它 找 到 ? 如 果 这 种 安排 不 存在 ,那么 对 多 少 
人 能 做 合适 的 安排 ? 


图 7.1.1 . 
在 第 5 章 中 ,我 们 把 它 看 成 是 有 限制 位 置 的 排列 问题 ,使 用 容 
斥 原 理 及 棋子 多 项 式 可 以 求 出 合适 安排 的 方法 数 ,但 是 , 它 仅仅 是 
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-计数 ,对 于 如 何 找到 合适 的 安排 不 能 提供 任何 信息 . 
在 本 章 中 ,我们 将 按照 一 种 完全 不 同 的 方法 来 研究 并 解决 这 
个 问题 . 
在 前 面 的 问题 中 ,所 请 合适 的 安排 ,就 是 在 无 阴影 的 部 分 里 不 
同行 不同 列 选 6 个 方块 的 一 种 方法 , 如 果 把 每 行 无 阴影 方块 的 模 
坐标 写成 集合 ,那么 


Al = {y1， yz}s 
44: 一 {1 LV39 Ws ys}, 
As = {ys ye}, 


A = {ys Ye» Ye}, 

As = {y, ye}, 

As = (ya，y4，35 
如 果 能 从 每 个 集合 中 选 出 一 个 元 素 , 而 且 6 个 元 素 两 两 互 不 相同 ， 
就 得 到 了 一 种 合适 的 安排 . 遗憾 的 是 ,对 于 这 里 的 41, 4,,… ,A。 
而 言 ,这 样 的 选择 不 存在 . 这 是 因为 ,无 论 4,,4:,4* 选 出 的 是 yi， 
J2 ,ys， 还 是 3ay3y63yt 4 都 没有 合适 的 元 素 可 选 . 


7.2 相 异 代表 系 


令 Al, 4 人， 是 集合 五 的 如 个 子 集 .二 中 的 EL 个 元 素 el1， 
ee 其 中 ,eicE4iezE4 esc4 称 为 是 集 族 {4 4， 
4 的 一 个 代表 系 , 如 果 集 族 的 代表 系 中 的 元 素 两 两 互 不 相同 , 则 
称 该 代表 系 为 集 族 的 相 异 代表 系 ， 

例如 ,4,1,4,3 是 4 一 (1,4), 4: 一 (1,2,3) ,4 一 13,4,5)， 
4 一 {3,4,5} 的 代表 系 , 而 1,2,3,4 和 4,2,3,5 是 (4 4 4 4 
的 相 异 代表 系 . 

非 空 集合 A1,4;,… ,A, 构成 的 集 族 一 定 有 代表 系 ,但 不 一 定 
有 相 蜡 代表 系 , 例如 ,4:= {1,4} ,4 一 11,2,3,4;,5}， As 二 {4}, A 
三 {1;4} 就 没有 相 异 代表 系 . 直观 上 看 ,是 因为 A,U A,U A 中 的 
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元 素 太 少 . 如 何 把 感性 认识 上 升 到 理论 高 度 , 找 出 集 族 有 相 异 代表 
系 的 充 要 条 件 是 本 节 的 任务 . 
假设 e,,e，,… ,e, 是 集 族 {A41,4,,…,4,} 的 相 异 代表 系 , 对 于 
{1，2，… :22} 的 下 元 子 集 但 有 ) (1 上 Sn) ,显然 有 
{er se so} A UA OU…U4， 
即 
[2;: UA UU 4;| 之 , 
这 是 有 相 异 代表 系 的 集 族 {41,4,,… ,A4,} 必 须 满 足 的 , 由 于 {1,2， 
…,n} 有 2" 一 1 个 非 空子 集 , 故 这 种 必要 条 件 有 2" 一 1 个. 

1935 年 ,P，Hall 提出 将 这 2 一 1 个 条 件 放 在 一 起 就 是 集 族 
{41,4,,… ,4A,} 有 相 异 代表 系 的 充分 条 件 . 

定理 7.2.1 集 族 {41,4A;,…,4,} 有 相 异 代表 系 , 当 生 仅 当 对 
每 个 上 二 1,2,…,n 和 每 种 选择 isi (1 之 i 之 … 之 i 
和 2) , 集 族 满足 

[A U AU U4| 

证 明 由 前 面 的 分 析 , 必 要 性 是 显然 的 . 下 面 通过 对 ”进行 归 
纳 来 证 明 充 分 性 . 

当 n 二 | 时 ,由 定理 的 条 件 知 14, | 之 1, 即 4, 是 非 空 集合 . 任 
取 4 的 元 素 ei ,就 是 {A} 的 相 蜡 代表 系 . 

设 对 任何 ;之 x, {41,4;,…, A,} 满 足 定理 的 条 件 , 则 该 集 族 
有 相 异 代表 系 el,ez，…，en: 

现 假设 集 族 {4,,4*，…,4.} 满 足 定理 的 条 件 , 我 们 将 分 两 种 
情况 讨论 ; 

(1) 对 于 任何 & (1 委 &<o2 一 1) ,选择 Ti <i< <aa<o 均 
满足 | 4， UA Lj»»: U A; | 之 & 十 1. 由 于 4 ,4:，…,4。 满足 定理 的 
条 件 , 于 是 |4;| 之 1 (1<z<). 任 取 ee 4。, 构 造 集 族 

{A 一 {e.}, A2 一 {es}, *, A, ) — {e,}}. 
则 对 于 任意 1 所 所 n 一 1 和 1 过 之 …< 之 i 志 n 一 1, 有 
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(4s — {eeD) U C4 — (ed UU Cd, -teD| 
一 14 U A UU A 一 人 (ee 
> 
之 下。 
即 该 集 族 满足 定理 的 条 件 , 由 归纳 假设 知 它 有 相 异 代表 系 el,e;， 
ety 且 e 天 es (去 i 委 mr 一 1). 从 而 ,ever er ie 就 是 (4， 
4s*,… 4.} 的 相 异 代表 系 . 

(2) 对 某 个 pp 志 p 寺 nn 一 1) 及 某 种 选择 i1yis ,is (1 委 二 所 
is 1A UA Uo: UA. |=p. 不 失 一 般 性 ,我 们 假设 
这 pp 个 集合 是 41 ,4A,,… ;4s; 则 [AU A … UA,|=p (lp 
n 一 1), 由 于 Ai,As,…, A, 取 自 原来 的 集 族 {A1 ,A4,,… ,A,}, 故 满 
足 定 理 的 条 件 ,并 且 p 志 # 一 1<n, 由 归纳 假设 知 集 族 {4 ,4,,*…， 
4,} 有 相 蜡 代表 系 E11C29°°" s+€pe 然而 14 UA:U "UA, | 一 户 , 故 

4 U As U2 UU A, = {ervess"' es} = F. 

现 考 虑 n 一 p 个 集合 构成 的 集 族 

{A CO— EF, Ars — FA, — F}. 
对 于 任意 1 所 n 一 p 和 p 十 1 和 用 之 这 … 之 及 Sn, 有 
[C4;— FU (A; CO— FY)U .UCA; —F)| 
=|IUAUUA) -FI 

= [UAUU AU A U AU U4;)— FI 

> p+) 

二 
即 (Ao41 一 FA 一,…， A 一 P) 满 足 定理 的 条 件 , 且 集 族 中 的 
集合 数 一 p 筷 nn 一 1<n. 由 归纳 假设 知 它 有 相 异 代表 系 esrlyerrz， 
“2,» 

{epriserr2r' en} NF= YY. 
从 而 else2 9*'* Eps Ept1r Cpt2s "En 就 是 集 族 {41, 有 及;，… ,A4,} 的 相 
异 代表 系 . 
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例 1 已 知 A4={1,2), A: 二 {1,4}, 4 一 11, 3 4， 5) 4 一 

{2,4} ,4s 一 (1,4}. 因为 

Id4Ua4Ua4UA4i=1L2,4) | 一 3， 
由 定理 7. 2. 1 知 集 族 {4,,4,,4;,44,A;}) 没 有 相 异 代表 系 . 但 集 族 
(4,,As,4,A4} 有 相 异 代表 系 1,4,5,2. 

定理 7.2. 2 集 族 {A1,4:,… ,A,} 中 存在 着 + 元 子 集 有 相 蜡 
代表 系 , 当 且 仅 当 对 每 个 k=1,2,.° ,Nn 和 每 种 选择 ti9229°+ > tk 
(1 过 is 之 < 之 nn), 集 族 满足 

[AiU A UU A lh (nO— 7). 

证 明 对 于 1 志 &<&n 一 r, 定 理 中 的 不 等 式 自动 满足 . 

令 F={fi,fe,'sf,_,}, 且 FNCAUAU… UA)=, 考 
虞 集 族 {4， UF,A, UF,-.…,A,UF}. 下 面 先 证 明 : {A 4 
的 + 元 子 集 有 相 异 代表 系 , 当 上 且 仅 当 {ALUF, 4,UF,…,A.UF} 
有 相 异 代表 系 . 

假设 {4 ,4:,…,4。.} 的 > 元 子 集 有 相 异 代表 系 ;不 失 一 般 性 ， 
设 14 42， ，,A4,} 有 相 异 代表 系 e1 ,es，… se. 显然 ,elye2 ,ers ffi: 
fz fr-: 就 是 {A1UF,A; UF 下,… ,A.UF}) 的 相 异 代表 系 . 

假设 {4 UF,AsUF,…,A.UF} 有 相 异 代表 系 19 了 2 9 yn 
因 下 中 只 有 xn 一 r 个 元 素 , 所 以 zx 1 T2399 Tn 中 至 少 有 > 个 元 素 不 
在 下 中. 不妨 假设 zx,€ 41,x:€E A:，… rcE4-, 且 两 两 互 不 相同 ， 
从 而 TT29""" ;T 是 (4,As，… A} 的 7 元 子 集 iA41,4s,… A.} 的 
一 个 相 蜡 代表 系 . 

下 面 再 证 明 : {A1UF,AsUF,…,A,UF} 有 相 异 代表 系 , 当 且 
仅 当 对 每 个 =1,2,… ,n 和 每 种 选择 ii2*… ih (li 
in), 有 

14 UA UUA| 守 (nr). 

根据 定理 7. 2.1,{A;UEF,A:UF,…,A.UUF} 有 相 异 代表 系 ， 

当 且 仅 当 对 每 个 ==1,2,…,n 和 每 种 选择 22,… ,i 《1<<mn<t 
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过 < 人 nn), 有 
IA UR)U CA UF)YUR UCU | k. 


由 于 
(A U FU CA U FY UU CA UP 
= 14, UA, UUA, UFI 
= [A U A, UU A + |Fi, 

从 而 


[A UA UU A | (ror). 
由 定理 7. 2. 2 知 , 集 族 {41,4:，…，,A,} 的 + 元 子 集 有 相 异 代表 
系 , 当 且 仅 当 对 每 个 上 ==1,2,…,n 和 每 种 选择 ,fy ,i (1 
<i<in), 有 
[A; UAUmwUAI+m 一 £8) 和 x. 
使 该 不 等 式 成 立 的 r 的 最 大 值 就 是 | 4 UA U… UA | 十 (x 一 &) 
的 最 小 值 . 故 有 如 下 推论 ， 
推论 7.2.1 和 集 族 {4,,4,,…,4,} 有 相 异 代表 系 的 最 大 子 集 
数 等 于 14; UA U…UA1 十 (x 一 8) 的 最 小 值 ,其 中 ,k==1,2,…， 
ns 以 及 所 有 选择 iis*… ,i (i i sn). 
例 2 已 知 Al={],6}), As= {4,5,6}), A;= {2,6}),A,= 
{1,2},As 一 {1,2,4,6} ,4 一 1 ,A 二 {1,2,6}, 则 有 
IA, UYU A; U A, U 4 UAi[ 二 (7 一 5) 
二 |{1,2,6}| 十 2 
= 5， 机 
且 6,5,2,1,4 是 子 集 族 {4, ,4:,4j,4,,4s} 的 相 异 代表 系 . 于 是 ， 
{4 ,42，43，4， 454i 4 有 相 异 代表 系 的 子 集 数 最 大 为 5. 


7.3 棋盘 覆盖 问题 


棋盘 覆盖 问题 是 指 将 myXn 棋盘 中 的 一 些 方块 涂 上 阴影 , 余 
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下 部 分 用 1X2 的 多 米 诺 骨 牌 覆 盖 , 所 谓 棋盘 的 完全 覆盖 ,是 指 多 
米 诺 骨牌 的 一 ` 种 放置 方法 , 它 满足 如 下 3 个 性 质 : 

《1) 每 个 多 米 诺 骨牌 覆盖 横 盘 上 两 个 相 邻 的 方块 (无 阴 
影 的 ); 

(2) 棋盘 上 的 每 个 方块 均 被 某 个 多 米 诺 骨牌 敌 盖 ; 

(3》 所 有 多 米 诺 骨 牌 不 重 登 放置 . 

现在 的 问题 是 :任意 给 定 一 个 部 分 涂 上 阴影 的 棋盘 ,是 否 有 一 
个 完全 覆盖 ?如 果 没 有 ,那么 满足 性 质 (1) 和 (3) 的 覆盖 需要 用 多 少 
多 米 诺 骨牌 ? 

例 对 图 7. 3.1 所 示 的 棋盘 用 多 米 诺 骨 牌 覆 盖 ， 


Bens 
多 四 四 多 
和 四 四 加 乡 


图 7. 3.1 

解 首先 ,对 整个 5X6 棋盘 依次 标记 zw, ,使 得 有 公共 边 的 
方块 标记 不 同 . 然 后 ,对 无 阴影 部 分 (要 覆盖 的 区 域 ) 的 标记 从 左 到 
右 `, 从 上 到 下 进行 编号 . 因为 每 个 多 米 诺 骨牌 必定 覆盖 一 个 zw 和 
一 个 56, 所 以 无 阴影 部 分 中 标记 w 的 块 数 与 标记 上 的 块 数 相同 才 
有 可 能 有 完全 覆盖 

对 每 个 5 定义 一 个 集合 4,, 它 由 用 多 米 诺 骨 牌 覆 盖 访 时 可 能 
覆盖 的 w; 组 成 , 即 

4, 二 {wj | 标记 wj 和 6; 的 方块 有 公共 边 }. 
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显然 ,1 委 |4,1 委 4. 
图 7.3.1 中 , 令 
B= {bs, bs ,bl 
tw = {Ww Wa ， Wg}. 
相应 的 A1 4,… ,As 为 
A 一 {wi, ws}, 
4; = {ros, Ws ve}, 
A = {rvs Wi, Ts), 
A, = {wa We Wr}, 
A; = (wa: ti}, 
A = {ws}, 
4 = {was wa}, 
As = {wr ros}， 
双 ， 二 {vs ， wa}. 
如 果 ({A4,,4,,…,As} 有 相 异 代表 系 , 则 该 棋盘 有 一 个 完全 覆盖 . 不 
难看 出 ,ro ,zuayrus zsyrweyrsyrzosytoryzos 就 是 它 的 一 个 相 异 代表 
系 , 相 应 的 完全 震 盖 如 图 7. 3. 2 所 示 . 


SNEaN 


261 


对 于 已 的 子 集 忆 ,定义 
W(B) = ,A 
例如 ,上 例 中 
WUbi ,62)) = (ws tw se), 
由 定理 7. 2.1 即 得 如 下 定理 ; 
定理 7.3.1 棋盘 存在 完全 覆盖 , 当 且 仅 当 |81= |W|, 且 对 
任意 8B, 成 立 |W(B)| 宇 1B|. 


7.4 二 分 图 的 匹配 问题 


如 果 图 的 结 点 集合 VV=XUY,XN 介 Y= 二 多, 且 图 中 的 每 条 边 均 
为 [z,yj, 其 中 ,xEX,yEY， 风 潜 国 称 为 三 分 图 , 记 作 (和 ,4 人 ,了 )， 
其 中 ,4 表示 边 集 合 . 
令 和 ={1,2,…,2} ,在 二 分 图 (和 ,4 中 定义 
一 {y yEY,fiy]E A) (li<iRn), 
则 可 将 二 分 图 与 集 族 {4, ,4:,…,4.} 联 系 起 来 . 
例如 , 设 
X= {1,2,3,4), 
Y= (yy Ys Ys Ys Ys}s 
则 图 7.4. 1 所 未 的 二 分 图 (X,4, 了 ) 关 联 的 集 族 {4, ,4,,A;,A,) 为 


图 7.4.1 
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A, = yi» yt 


rs {Ys Ys}, 
44: {， Ys ys}, 
A, = {y,, ys}. 


该 集 族 的 相 异 代表 系 2i"y3y34y3s 关联 的 4 条 边 
[1, $j, C2, ys3j, [3, Yj, [4, »s] 

没有 公共 结 点 . 

在 二 分 图 4 和 ,4,Y) 的 某 个 近 集 合 

{[z; yn Lz ， bP Wt Lz » ,1} 

中 ;如 时 Ti is ys :及 Vi ?Vj ,yi 都 是 两 两 互 不 相同 的 : 则 称 
它 是 该 二 分 图 的 一 个 匹配 ， 

令 卫 二 {1,2,…,n) ,二 分 图 (六 ,4, 了 ) 关 联 的 集 族 为 { 4, 4,， 

;4,), 则 有 如 下 事实 ， 

(1) 车 {i ;94 Lizs yj，… [aij} 是 二 分 图 的 一 个 匹配 ， 
则 yy ，… ,yi 是 集 族 (4; ,4 ,… ,4i,) 的 一 个 相 异 代表 系 ; 

(2) {41,4,,.…,A,} 有 相 异 代表 系 , 当 且 仅 当 二 分 图 有 一 个 
边 的 匹配 ( 称 为 完全 匹配 ); 

(3) {41,A:,…,A,}y 有 相 异 代表 系 的 最 大 子 集 数 等 于 二 分 图 
的 最 大 匹配 边 数 . 

在 二 分 图 (和 ,4,7> 中 ,如 果 结 点 集合 SCXUY, 使 得 4 中 的 
每 条 边 至 少 有 一 个 结 点 在 其 中 , 则 称 3 是 4 的 一 个 覆盖 . 例如 ,图 
7.4.1 中 ,{1,2,3,4),{3,4,y1syzsy3} 都 是 4 的 覆盖 . 

定理 7.4.1 设 (X,4,7) 是 一 个 二 分 图 , 它 的 匹配 的 最 大 边 
数 等 于 覆盖 4 的 最 小 结 点 数 . 

证 明 令 4 是 二 分 图 (X,A, 了 ) 上 其 有 最 大 边 数 的 匹配 ,其 边 数 
为 w 令 3 是 4 具有 最 小 结 点 数 的 覆盖 ,其 结 点 数 为 8. 因为 W 中 
没有 两 边 有 公共 结 点 ,并 且 M 中 的 a 条 边 每 边 至 少 有 一 个 结 点 在 
S 中 ,所 以 a 
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设 和 一 {11 2 2) 则 (X4A,Y) 所 关联 的 集 族 14，4:，…， 
4.} 有 相 异 代表 系 的 最 大 子 党 数 等 于 (和 X,A,Y; 的 最 大 匹配 边 数 a 
由 推论 7.2.1 知 ,必定 有 整数 下 (1 委 E<mD) ,并 且 必 定 有 选择 ,i， 
nn) ,使 得 
[A U AU…UAIt o£)=a, 
现 考虑 结 点 集合 
T= (A UA Uw UA) UD Xo iyizs sai). 
任 取 4 中 一 条 边 [z,y], 如 果 Ef 们 , 训 ,…s 坟 } , 即 存 在 11, 使 
得 xz 二 局, 那么 y€ 4h;, 于 是 yET; 如 果 TEX 一 人 i, 坟 ); 则 
XET. 又 
上 | 三 14， U A Wy A;, | 十 14 一 人 ayzay i} | 
=|A UA UUA|+ nh 
一 a, 
从 而 了 是 4 的 具有 a 个 结 点 的 覆盖 . 而 8 是 覆盖 4 的 最 小 结 点 


数 ,显然 
Ba, 


综合 以 上 分 析 , 知 ==p. 


7.5 一 个 算法 


给 定 了 二 分 图 (X,4,Y) 的 一 个 匹配 M ,我 们 期 望 有 一 个 算 


法 , 它 能 判断 MM 是 否 是 具有 最 多 边 数 的 匹配 ;如 果 不 是 , 则 指导 如 
何 修改 M 得 到 边 数 更 多 的 匹配 . 如 此 下 去 ;最终 挨 到 具有 最 多 边 
数 的 匹配 . 

我 们 首先 给 出 交错 链 的 概念 ,讨论 交错 链 在 二 分 图 号 配 中 的 
作用 ,然后 再 介绍 并 证 明 算法 . 

定义 7.5.1 设 在 二 分 图 (XX,A,Y) 中 有 结 点 数 大 于 等 于 2 的 
结 点 序列 
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满足 

(1) wu EA (0 一 0 1 2 一 1]); 

(2) 除了 有 可 能 ww 二 ws 外 ,zxoyzy…yan 互 不 相同 ， 
则 称 该 结 点 序列 是 一 个 基本 链 ， 

车 上 述 定义 中 为 偶数 , 则 基本 链 的 边 数 为 提 数 ,此 时 wo sw 
同属 于 六 或 同属 于 了 ;否则 , 若 为 奇数 , 则 基本 链 中 的 边 数 为 奇 
数 , 此 时 xz 分 属 革 和 YY, 特别 地 , 当 ww 一 w,, 且 边 数 大 于 等 于 4 
时 ,基本 链 叫 做 基本 回路 ， 

定义 7.5.2 设 M 是 二 分 图 (X,4A,Y) 的 一 个 匹配 ,> 一 zxozetts 
ua 是 (了 ,4A 了) 的 一 个 基本 链 , 满 足 

(1) wutri &M G=0,1,.% ,8); 

(2) wo_1tta EM (t=1,2,.° ,8); 

(3) wo sor i1 均 不 与 M 中 的 边 相 关联 ， 

则 称 > 是 关于 M 的 交错 链 . 

不 难看 出 ,在 关于 M 的 交错 链 中 ,不 在 M 中 的 边 数 比 在 M 
中 的 边 数 多 1. 连接 u,v 结 点 .长 度 为 1 的 基本 链 > 一 zx 是 关于 M 
的 交错 链 , 当 且 仅 当 边 [z ,oj 所 M, 且 wsv 不 与 M 中 的 边 相 关联 . 

例 1 设 二 分 图 (和 ,A,Y) 如 图 ?7.5.1 所 示 , 以 粗 线 表示 匹配 


yy1 


yy2 


af: [zyyi]， [zsyys]， [zs ;ys 
图 7.5.1 
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结 点 序列 ad ys tyz 是 关于 M 的 一 个 交错 链 . 如 果 用 该 交 
错 链 中 不 在 M 中 的 边 [zz, Ys] Lx; 'y5], Lzs ,Ys 代替 在 M 中 的 边 
Lzs, ysj, [zs,ysj, 构 成 新 的 匹配 M , 则 邓 的 边 数 比 M 的 边 数 
多 1, 如 图 7. 5.2 所 示 . 


| 3 
I: ?33 
ba ya 
补 ! 3 
Xs ys 
M': Lz: 31]， [zsvyas]， [xs,y]， [zy,ys] 
图 7.5.2 


结 点 序列 Z433za32za05z634 是 关于 M' 的 交错 链 . 如 果 用 该 交 
错 链 中 不 在 2M' 中 的 边 Lzs,ys]， Lz:, ys]， Lzrs, ys ]， [zs |] 代替 在 
M 中 的 边 Lrzyys],[zs 'y2], [zs :ysj, 构 成 新 的 匹配 M”, 则 MM 的 边 
数 比 M' 的 边 数 多 1, 如 图 7. 5. 3 所 和 未， 


1 HI 
xs ye 
Zs ys 
5 > 
zs » 
M”: [x15 9] Lr2s ys [xys], Czy [zs,w] 
图 7.5.3 


2M" 是 该 二 分 图 的 完全 匹配 ， 
定理 7.5.1 设 M 是 二 分 图 (XX,A,7) 的 一 个 匹配 , 则 MM 是 上 
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有 最 大 边 数 的 匹配 , 当 且 仅 当 不 存在 关于 az 的 交错 链 . 

证 明 必要 性 . 用 反 证 法 . 假设 7 是 关于 M 的 交错 链 , 令 win 
是 x 中 属于 M 的 边 集 合 ,N。 是 > 中 不 属于 M 的 边 集合 , 则 显然 有 
[No|= |Mo | 十 1. 构造 新 的 边 集 合 M' = 二 CM 一 Mo)U No. 这 里 ,No 
是 交错 链 r 的 所 有 奇数 边 , 故 N。 是 二 分 图 (XX,A,Y) 的 一 个 匹配 ， 
M 一 Mo 是 由 匹配 M 中 的 部 分 边 组 成 的 , 它 也 是 (和 ,4,Y)? 的 一 个 
匹配 . 下 面 要 证 明 M 一 Mo 与 Ne 中 的 边 没有 公共 结 点 . 

任 取 [Lz ,四 ENe, 分 两 种 情况 讨论 ; 

(iD [z,yj 是 交错 链 + 的 首 边 ( 或 尾 边 ), 即 > 或 >) 是 -~ 的 首 
《或 尾 ) 结 点 . 出 交错 链 的 定义 知 ,z (或 y) 不 在 财 中 的 边 上 .而 > 
(或 z) 是 Mo 中 其 边 的 结 点 , 故 y( 或 x) 不 是 好 一 Mo 中 边 的 结 点 . 

(i) [x,yj 是 交错 链 + 的 中 间 边 .zx 和 y 均 是 Mo 中 某 边 的 结 
点 , 故 [z,y] 与 M 一 Ms 中 的 任何 边 没 有 公共 结 点 . 

从 上 面 的 讨论 可 以 看 出 ,M' 是 比 M 边 数 更 多 的 匹配 ,这 与 M 
的 定义 相 矛 盾 . 所 以 ,我 们 的 结论 是 : 阁 M 是 二 分 图 具有 最 大 边 数 
的 匹配 , 则 在 二 分 图 中 不 存在 关于 M 的 交错 链 . 

充分 性 . 用 反 证 法 . 假设 M"* 是 比 M 具有 更 多 边 的 一 个 匹配 ， 
考虑 新 的 二 分 图 (XX ,MUM* ,Y). 该 二 分 图 中 ,每 个 结 点 至 多 关联 
两 条 边 . 我 们 可 以 把 好 与 M 的 非 公 共 边 集合 分 解 成 一 些 不 相交 
的 基本 链 和 基本 回路 ,其 中 相 邻 两 边 不 会 同 在 M 中 或 者 同 在 M* 
中 . 由 于 基本 回路 中 占用 M 的 边 数 等 于 占用 对 "的 边 数 ,所 以 至 
少 存在 一 个 基本 链 ~,r 中 占用 M' 的 边 数 比 占用 M 的 边 数 多 1， 
因而 ~ 就 是 关于 好 的 交错 链 . 所 以 ,我 们 的 结论 是 ;车 不 存在 关于 
好 的 交错 链 , 则 M 必 是 具有 最 大 边 数 的 匹配 . 

在 前 面 的 例 1 中 ,M' 是 比 M 边 数 更 多 的 匹配 , 物 造 新 的 二 分 
图 (X,AMUaM ,7 好 图 7. 5.4 所 示 , 其 中 ,M 的 边 用 粗 线 表示 ， 
[xz: ;Yj 是 M 与 M' 的 公共 边 To Vt Ys Ty 为 关于 M 的 交错 链 . 

由 定理 7, 5. 1 ,我 们 有 如 下 思路 : 先 找 出 一 个 二 分 图 前 匹配 
对 ,要 想 确定 M 是 否 是 具有 最 大 边 数 的 匹配 ,只 需要 找 关 于 M 的 
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交错 链 . 如 果 不 存在 , 则 MM 就 是 具有 最 大 边 数 的 匹配 ;如 果 找 到 关 
于 M 的 交错 链 ~, 则 按照 定理 7.5. 1 的 证 明 中 给 出 的 方法 修改 
对 ,得 到 比 凡 多 -条 边 的 匹配 2 


1 


2 ys 
I y3 
4 .4 
Ls 本 
图 7. 5.4 
下 面 给 出 具体 的 算法 : 


算法 设 ( 久 ,4A, 了 7) 是 一 个 二 分 图 ,其 中 ,X= {zi yx Tn) 
Y= {yl sY2s""" 1 Yn}. M 是 该 二 分 图 的 一 个 匹配 . 首先 用 ( 共 ) 标 记 XxX 
中 所 有 与 M 中 的 边 不 相关 联 的 结 点 , 接 下 去 反复 执行 下 面 两 步 ， 
直到 不 能 进一步 标记 为 止 ; 

”第 一 步 ,对 于 所 有 最 新 标记 的 结 点 zi, 经 由 不 在 M 中 的 边 , 用 
(zi) 标记 该 边关 联 的 所 有 Y 中 的 结 点 , 如 果 该 结 点 已 被 标记 , 则 不 
再 重新 标记 . 

第 二 步 , 对 于 所 有 最 新 标记 的 结 点 w, 经 由 在 M 中 的 边 , 用 
《39) 标 记 该 边关 联 的 所 有 X 中 的 结 点 . 如 果 该 结 点 已 被 标记 , 则 
不 再 重新 标记 ， 

所 谓 不 能 进一步 标记 ,有 如 下 两 种 情况 ， 

《1) 在 第 二 步 中 ,存在 最 新 标记 的 结 点 不 与 M 中 的 任何 边 相 
关联 ,这 时 叫做 在 第 二 步 结 束 . 此 时 ,从 该 结 点 开始 ,通过 标记 回潮 
到 标记 为 (* ) 的 及 中 结 点 ,得 到 一 条 关于 匹配 M 的 交错 链 ~. 用 
中 不 在 财 中 的 边 代 替 > 中 在 寻 中 的 边 ,再 加 入 不 在 = 中 的 M 中 
的 边 , 构 成 新 的 匹配 AM . 显然 ,M' 比 的 边 数 多 1. 用 M' 重 新 执 
行 算法 . 
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(2) 在 第 一 步 中 ,所 有 新 标记 的 结 点 或 者 不 关联 非 M 的 边 ， 
或 者 经 由 不 在 MW 中 的 边 所 关联 的 Y 中 的 结 点 均 已 被 标记 ,这 时 叫 
做 在 第 一 步 结 束 . 此 时 ,匹配 M 是 二 分 图 具有 最 大 边 数 的 匹配 ， 

当 出 现 第 一 步 结 束 时 ,有 下 面 的 定理 : 

定理 7. 5. 2 在 上 述 算法 中 出 现 第 一 步 结 束 时 , 令 

X= {rx | x E XH Zz 没有 被 标记 }， 

Y= {y, | yy EY,H Sy, 被 标记 }， 
则 一 及 | UY, 覆盖 二 分 图 ( 久 , 和 ,了 ) 的 边 集合 和 A， [Ss | = | 好 | ;日 MM 
是 边 数 最 多 的 匹配 . ， 

证 明 “ 先 证 明 结 点 集合 S 覆盖 4 

用 反 证 法 . 假若 9 不 覆盖 边 e=[z,y], 即 所 区 一 和 yy 所 
了 一 了 i. 若 e€ M, 则 x 是 被 标记 的 ,而 且 [x,y] 是 xz 关联 的 以 中 唯 
一 的 边 ,在 算法 的 第 二 步 中 ,肯定 是 从 y 经 由 该 边 来 标记 ,所 以 y 
是 在 z 被 标记 前 标记 的 ,这 与 yYE€Y 一 了 矛盾 , 故 不 可 能 . 若 e& MM， 
在 算法 的 第 一 步 中 ,xz 被 标记 过 后 经 由 该 边 用 (zx) 标记 y, 所 以 y 应 
是 被 标记 的 ,这 与 YEY 一 Y, 矛盾 , 故 不 可 能 . 这 说 明 连 接 束 一 禹 | 和 
Y 一 了 中 结 扩 的 边 不 存在 , 即 3 一 XUY, 覆盖 二 分 图 的 所 有 边 . 

下 面 证 明 |S| 二 1M1. 

任 取 yEY,, 则 y 是 被 标记 过 的 ,并 且 由 于 没有 发 生 第 二 步 结 
东 , 故 y 关联 MM 中 一 边 且 只 有 一 边 [z,y]. 由 算法 的 第 二 步 , 结 点 
z 得 到 标记 (y) ,从 而 + 仿 Xi. 

任 到 I 七 信 | ; 则 ZX' 没 有 被 标记 ,并 且 必 关联 M 中 一 边 且 只 有 
一 边 [z ,y (否则 ,在 算法 开始 时 盖 便 被 标记 为 ( * )), 由 于 算法 的 
第 二 步 ,y 肯定 未 被 标记 (和 否则 ,推出 z 应 被 标记 ), 从 而 y 专 郊 ， 

由 上 面 的 分 析 得 知 ,M 中 的 边 或 者 以 Xi 中 结 点 为 端点 ,或 者 
以 六 中 结 点 为 端点 ,但 没有 以 义 中 结 点 和 了 中 结 点 为 两 端点 的 
边 , 从 而 得 出 iS1= |M|. 又 由 定理 7.5.1 知 ,M 是 二 分 图 具有 最 
大 边 数 的 匹配 . 

例 2 在 图 7.5.5 所 示 的 二 分 图 中 , 设 初始 匹配 
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= {Exzas Ya], [xs,»3], [zsyy4])》. 
CH) yey fos) (9) (Cx) (x) 


| 元 2 Ta Ts x5 Ts 
3 2 Ya Ye Ys ye 
《zz (x3) 《zl xs) (7T2) (re) 
图 7.5.5 


利用 算法 ,标记 过 程 如 下 : 

《17 用 (C* ) 标 记 zyzsyrei 

《2) 用 (zi 标记 ys 用 (ze) 标记 yy; 

(3) 用 (Cys) 标记 zs, 用 (ya) 标记 4 

《4)》 用 (zs) 标 记 ys; 

《5》 用 (y;) 标 记 To 

(6) 用 (z;) 标 记 V1 Ys sys. 

因为 y ,ys ,ys 均 不 与 M 中 的 边 相 关联 ,选择 x ,通过 标记 引 
导 , 我 们 从 yj 开始 得 到 一 条 关于 M 的 交错 链 yxzysz3y3x1, 用 该 
交错 链 中 不 在 M 中 的 边 [yt;zxzj [yz,x3;],[ys:z1] 代 替 M 中 的 边 
[zs,ys],Ez 3s]; 则 得 到 该 二 分 图 的 比 M 多 一 边 的 匹配 

M = {Lz ys], [zz ys [LX3s yd], Les ys]}s 

如 图 7. 5. 6 所 未. 

再 次 利用 算法 ,标记 过 程 如 下 ， 

(1) 用 (x ) 标 记 zs ,xzs; 

《2) 用 (xs) 标记 yi 

(3) 用 (> 标记 zu 

《4) 用 (z,) 标 记 38 

《5) 用 (ys 标记 z， 

在 第 一 步 中 不 能 用 (zu 标记 任何 结 点 ,出 现 第 一 步 结束 .这 时 
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X= {x Xs}, 
Y, = (ys 4}s 
于 是 
$5 = {zs Tas yar VW}, 


且 |S1=|M'|. 故 M' 是 该 二 分 图 具有 最 大 边 数 的 匹配 . 


(y3) (ya) (CC#*) Cy 
| Ty Xs 工 4 Ls Xe 
3 ya 3 4 35 3 
(x2) (zs) 
图 7.5.6 
习 题 


1， 确 定 下 列 集 族 中 有 相 异 代表 系 的 最 大 子 集 数 : 

(1) Al={1,2}, As={3,4}, As={1,2}, = 二 {1}， 
As={1,2,3,4,6}, As= {1,2); 

(2) A={1,2), As={2,3}, As={4,5}, As= {2,3,4}, 
As={1,2,3}, As= {1,3}; 

(3) A= {1,2,3}, As= {1,2,3}, As= {1,2,3}, 
A {1,2,3}, As={1,2,3,4,5,6}, 

s= {1],2,3,4,5,6}; 

(4) Al={1,2,3), As—={2,3}, As={2}, As={2,5,6}), 
As={1,5}, As={3,6}. 

2， 设 集 该 {A1,4,,…,A,)} 有 相 异 代表 隶 , 令 XE A1U AsU… 

UA, 则 该 集 夸 ' 必 有 和 包含 之 前 相 异 代表 条 . 
3， 在 二 分 图 (X,A,Y) 中 ,如 果 存 在 正 整 数 z, 使 得 每 中 每 个 
271 


结 点 的 度数 大 于 等 于 t,Y 中 每 个 络 点 的 度数 小 于 七 于 上 , 则 该 二 分 
图 有 一 个 完全 匹配 . 

4. 令 mi 和 XA; 分别 是 集会 S 的 两 个 分 划 ， 

(1) 在 S 中 存在 个 元 素 同 时 是 xi 和 Xs 集 族 的 相 异 代表 条 ， 
其 充 要 条 件 是 什么 ? 

(2) 仿 

S = {1,2,.…,20}, 
m= {{(1,5,;9,13,17}, {2,6,10,14,18}, 
{3.7,11,15,19}, {4,8,12,16,20}}, 
rs = {{1,2,3,5,7,11,13,17,19}, {16}, 
{4,6,9,10,14,15}, {8,12,18,20}, 
讨论 (1) 中 的 结论 ,并 找 出 共同 的 相 异 代表 杀 . 

5. 设 zyrszr 是 声 个 小 侈 子 , 他 们 认识 站 娘 的 人 数 逐 个 
增多 .yiyyayyye 是 dg 个 站 娘 , 她 们 认识 小 伙 子 的 人 数 和 逐个 泪 少 ， 
如 果 对 任何 到 (1 委 &<S 四 ) 前 六 个 小 伙 于 认识 姑娘 的 人 数 总 和 超过 
前 有 一 1 个 站 娘 认 识 小 包子 的 人 数 总 和 , 证 明 : 每 个 小 例子 都 可 找 
到 他 所 认识 的 姑娘 跳舞 . 

6. 求 下 图 的 完全 匹配 ， 


(习题 6 图 ) 
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7. 设 有 集 族 1A1,As，…，A,), 对 任意 非 空 集合 J (11,2，…， 
nn}, 定义 4:= UA 车 {4 4 … 4,) 满 足 : 对 任 遍 非 空 全 合 J/ 壬 
{1，2,… 2)， 有 |4r| 闻 | 了 | 十 1, 则 对 任 一 XEAi: 集 族 (Al,As,***， 
4 均 有 一 相 异 代表 条 ,在 该 代表 条 中 ,4i; 的 代表 元 为 z， 

8， 证 明 : 集 族 {4i，4， 4) 的 2 一 1 个 Hall 条 件 |4j | 之 
I|J| (J 关 如 ) 是 相互 独立 的 . 即 对 任 一 非 空 集 合 JoS 11，2，…))， 
存在 一 个 子 集 夸 {4 ,42 ，… ,A,') ,满足 

GD |41' |< ol; 

kii) 14,' | 之 |J| (车 J 闫 J 0)， 

9、 集 访 {41，Az，…，A,} 有 一 代表 杂 ，, 且 其 中 每 个 代表 元 出 现 
的 次 数 不 超过 了 次 的 充 要 条 件 是 :对 任意 J 己 {1,2,…,n}, 有 
r~|4z| 之 |J 了 |， 

10. 赵 阵 的 一 行 或 一 列 称 为 越 阵 的 一 条 线 . 证明;(0,1) 给 阵 
中 ,合算 阵 中 所 有 1 的 线 集合 的 最 小 阶 数 等 于 没有 两 个 在 同一 条 
线 上 的 1 的 最 大 个 数 . 

11. 设 有 4 二 (qj)nxn (asE (10,1), mn), 且 和 矩阵 4 的 每 一 行 
都 有 上 个 1, 而 每 一 列 中 1 的 个 数 不 超 过 大, 则 A 二 Pi 十 PP 十 … 
十 Pi, 其 中 ,Pi 也 是 mxXn 的 (0,1) 矩 阵 , 每 行 恰 有 1 个 1, 每 列 中 1 
的 个 数 不 超过 1 

12. 6 个 人 asb,crd,e, 了 组 成 检查 团 , 检 查 5 个 单位 的 工作 ， 
若菜 单位 与 检查 团 中 的 某 一 成 页 有 过 工作 联系 , 则 不 许 他 到 该 单 
位 去 检查 工作 , 已 如 第 一 个 单位 与 5,cyd 有 过 联系 ,第 二 个 单位 与 
”avesf， 第 三 个 单位 与 a,byesf ;第 四 个 单位 与 a,5,d,f ,第 五 个 单 
位 与 aypyc 有 过 联系 ,请 列 出 去 各 单位 检查 的 人 员 名 单 . 

13. 证 明 : 从 8X8 的 正方 形 中 期 去 对 角 上 两 个 1X1 的 小 正 
方形 后 不 能 用 1X2 的 长 方形 单 层 斤 盖 ， 
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第 8 章 组 合 设 计 


组 合 设计 是 现代 组 合 论 中 一 个 非常 重要 的 分 支 , 该 分 支 的 许 
多 课题 最 初 只 是 一 种 智力 游戏 ,人 们 对 它们 的 研究 最 初 也 是 纯 数 
学 的 . 当 生 产 发 展 到 一 定 程度 ,以 及 其 他 学 科 发 展 过 程 中 都 提出 了 
相同 或 相近 的 问题 时 ,这 些 课题 与 实际 相 结 合 , 从 而 使 研究 工作 有 
了 强大 的 动力 ,吸引 了 更 多 的 人 关注 和 参与 这 些 课题 的 研究 ,并 取 
得 了 丰硕 的 成 果 . 


8.1 两 个 古老 问题 


8.1.1 36 名 军官 问题 


1782 年 ,Euler 提出 了 著名 的 “36 名 军官 问题 ”: 

36 名 军官 来 自 6 种 不 同 的 团队 ,每 个 团队 的 6 名 军官 分 属 6 
种 不 同 的 军阶 ,能 否 让 他 们 排 成 一 个 方 阵 ,使 每 一 行 .每 一 列 的 6 
名 军 窒 恰好 来 自 不 同 的 男 队 , 且 分 属 不 同 的 军阶 ? 

每 一 名 军官 都 有 两 个 标志 ,一 个 是 军阶 ,一 个 是 所 来 自 的 团 
队 . 我们 用 (7G,j 二 1,2,…,6), 表示 来 自 第 i 个 团队 、 军 阶 为 j 
的 那 名 军官 . 

如 果 只 要 求 所 排 成 的 方 阵 中 每 行 、 每 列 的 6 名 军官 来 自 不 同 
的 团队 ,而 不 管 其 军阶 如 何 , 则 所 要求 的 排 法 相当 于 用 1,2,3,4， 
5,6 这 6 个 数字 排 成 一 个 6X6 的 方 阵 ,而 在 每 行 . 每 列 中 1,2,3， 
4,5,6 均 出 现 一 次 , 矩阵 
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ko 四 时 一 
避让 ro 
下 
[3 加 
可 Fe 
产 ha c 心中 中 


就 是 一 个 满足 要 求 的 排 法 . 

另 一 方面 , 若 只 要 求 每 行 . 每 列 的 6 名 军官 有 6 种 不 同 的 军 
阶 ,而 不 管 其 来 自 的 团队 , 则 有 与 上 面 类 似 的 结论 

将 上 面 的 讨论 推广 到 由 1,2,… ,x 构成 的 nXn 方 阵 (a;),，， 
要 求 每 行 ,每 列 中 1,2,…sn 各 出 现 一 次 ,这 样 的 方 阵 叫 和 做 阶 拉 
丁 方 . 

36 名 军官 问题 对 应 一 个 由 数 偶 (G, 力 构成 的 6X6 方 阵 , 其 第 
一 个 数字 构成 一 个 6 阶 拉丁 方 , 第 二 个 数字 构成 另 一 个 6 阶 拉丁 

方 ,而 且 36 对 数 倡导 , 力 中 的 每 一 对 数 偶 都 出 现 且 仅 出 现 一 次 . 
设 4 二 (a ),xrsAs 二 (a),xw 是 两 个 1 阶 拉丁 方 ,车 矩阵 
(Ca at?)),x, 

中 的 x 个 数 偶 CaP ,a ) (i,j==1,2,…,n) 互 不 相同 , 则 称 4 与 
4; 正 交 ,或 4, 与 4 是 互相 正 交 的 拉丁 方 . 

例如 ， 


to 一 
一 co 
rt 
| 


都 是 3 阶 拉丁 方 , 且 
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(1,1) (2,3) (3,2) 
(2,2) (3,1) (1,3) 
(3,3) (1,2) (2,1) 
中 的 9 对 数 偶 均 不 相同 ; 故 4, 和 4: 是 互相 正 交 的 . 

36 名 军官 问题 实际 上 就 是 求 一 对 正 交 的 6 阶 拉丁 方 . 在 8.4 节 
中 ,我 们 将 看 到 问题 的 结论 是 否定 的 ,原因 是 不 存在 6 阶 正 交 拉丁 方 . 

拉丁 方 以 及 正 交 拉丁 方 是 有 实际 意义 的 . 

例如 ,在 某 试验 田 上 试 种 3 个 品种 的 小 麦 ,以 便 确 定 哪 一 个 品 
种 最 适合 在 当地 生长 .图 8.1.1 是 4 种 播种 方案 ,其 中 ,A4,B,C 分 
别 表 示 小 麦 的 3 个 品 


图 8.1.1 
在 方案 a 和 6 中, 如果 横 向 或 纵向 土质 差别 较 大 , 则 直接 影响 
' 到 试验 结果 的 真实 性 . 方案 c 比方 案 a 或 5 要 好 些 , 但 与 方案 4d 相 
比较 则 略 显 不 足 . 方案 4 就 是 一 个 3 阶 拉丁 方 . 


8. 1.2 女生 问题 


1847 年 ,Kirkman 提出 了 如 下 河 题 : 

安排 班 上 15 名 女生 散步 ,散步 时 3 名 女生 一 组 , 共 分 成 5 组 . 
问 能 否 在 一 周 内 每 天 安排 一 次 散步 ,使 得 任何 两 名 女生 恰好 在 一 
起 散步 一 次 . 

若 我 们 称 某 两 人 在 同一 组 时 为 两 人 的 一 次 相遇 , 则 每 天 5 组 ， 


每 组 3 人 散步 ,共有 | ?| x5 一 15 次 相遇 . 15 个 人 每 两 人 都 要 相通 
一 次 ,应 有 | | 一 105 次 相遇 ,所 以 105 一 ? 天 正好 可 以 完成 .符合 
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要 求 的 分 组 方案 见 表 8. 1. 1. 


衷 8.1.1 


{132,5}, {3314,15}, {4,6,12}, {178,11}, {9,10,13} 


{1,3,9}, {2,8.15}, {4,11,13}, {5,12,14}, {6,7,10} 
{1,4,15}, {2,9,11}, {3,10,12}, (5,7,13}, {6.8,14} 


{1s63113}, {2,7,12}), {3,8,13}, {4,9,14}, {5,10,15} 
{1,8,10}, {2,13,14}, {3,4,7}, {15,6,9}, {11,12,15} 


{1,7,14}, {2,4,10}, {3,5,8}, {16,13,15}, {8,9,12)} 


{1,12,13}, {2,3,6}), {4,518}, {7,9,15}, {10,11,14} 


在 实践 中 经 常 也 会 提出 与 上 面 类 似 的 问题 . 例如 ,用 15 种 饲 
料 对 动物 做 试验 ,试验 分 5 个 阶段 进行 ,每 个 阶段 以 3 种 饲料 的 混 
合 物 喂养 7 只 同类 动物 . 试验 要 求 ， 

(1) 对 于 每 只 用 作 试 验 的 动物 来 说 ,在 5 个 阶段 中 每 种 饲料 
都 恰好 使 用 一 次 ; 

(2) 考 虚 到 不 同 饲料 间 互 祖 作 用 的 因素 ,希望 在 整个 试验 中 
任何 两 种 饲料 都 有 一 次 混合 在 一 起 来 喂养 动物 . 

符合 上 述 要 求 的 安排 见 表 8. 1. 2. 


表 8.1.2 


三 


3,10,12 | 5,7,13 | 6,8,14 
3,8,13 5,10,15 
3,4,7 | 5,6,9 |11,12,15 


1*7,14 | 2,4,10 | 3,5,11 | 6,13,15° 
1,12,13 | 2,3,6 
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前 面 两 个 问题 的 实际 意义 都 是 要 设计 出 符合 要 求 的 试验 方 
案 , 通 常 称 之 为 “试验 设计 ”或 "区 组 设计 ”组合 数学 研究 的 是 设计 
方法 ,而 不 是 分 析 试 验 取得 的 数据 并 从 中 得 出 结论 ,后 者 是 数理 统 
计 问 题 . 

今天 ,区 组 设计 理论 的 应 用 并 不 仅仅 局 限 在 试验 设计 上 , 它 在 
安排 竞赛 以 及 数字 通信 等 诸多 领域 中 均 有 着 重要 的 应 用 . 


8.2 平生 不 完全 区 组 设计 


平衡 不 完全 区 组 设计 是 一 类 基本 的 设计 , 它 本 身 有 许多 重要 
的 特性 ,又 有 许多 有 用 的 推广 . 
8.2.1 几 个 基本 术语 
我 们 先 给 出 区 组 设计 的 一 般 定 义 : | 
定义 8.2.1 设 3 是 有 限 集 合 ,B1,B，,…,Bs 是 S 的 65 个 子 
集 , 出 集 族 
B= {B,;, B,, .…, B,)} . 
叫做 S 上 的 一 个 区 组 设计 .这 里 ,5S 称 为 基 集 ,Bi,B,,…,B, 叫做 
该 设计 的 区 组 . 
定义 8.2.2 有 限 集合 5S 上 的 一 个 完全 区 组 设计 是 满足 一 定 
条 件 的 若干 $ 的 全 排列 全 体 ,其 中 的 每 个 全 排列 叫做 一 个 区 组 . 
例如 ,如果 矩阵 A 的 每 行 .每 列 都 是 vw 元 集合 5 的 全 排列 , 即 
4 二 (aj) ,县 满足 
Pe 
ai Qi Fi), 
则 称 4 是 v 阶 拉杆 方 . 拉丁 方 4 是 S$ 上 的 一 个 完全 区 组 设计 . 
定义 8.2.3 设 5={5 55,…y5.), 委 ={B1,B,,-…,B,}) 是 集 
合 S 上 的 一 个 区 组 设计 . 如 果 洛 满足 条 件 
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(1) |B;|=|B8;|=*= 1B,|=&k; 

(2) 3 中 的 任何 元 素 均 属于 7 个 区 组 ，; 

(3》 5 中 任何 一 对 元 素 均 包含 在 1 个 区 组 中 ， 
则 称 有 过 是 平衡 不 完全 区 组 设计 (BIBD) ,其 参数 为 (6,myr,&, 14)， 
记 为 (6,v,r,k,4)-BIBD. 

这 里 ,平衡 的 含义 是 :所 有 区 组 的 容量 | 了 | (1 所; 寺 6) 均 相同 ; 
S 中 任意 元 素 在 设计 中 出 现 的 次 数 均 相 同 ;S 中 任意 一 对 元 素 在 
设计 中 相遇 的 次 数 均 相 同 . 

对 于 & 一 0,1,2,p 一 2 一 lo, 平衡 不 完全 区 组 设计 中 的 其 他 
参数 均 由 上 完全 确定 . 例如 , 当 =1 时 ,区 组 设计 名 为 

人 人 
它 是 (roymnyr,1,0)-BIBD. 当 二 v 一 1 时 ,区 组 设计 . 且 ，, 为 

,| = {5S 2 {si} ss 人 {51}， SO— {sa} sr pS 二 一 {sz}》， 

£ t 
一 人 一 
t 

它 是 (vtyvtCv 一 1);v 一 1;1t Cv 一 2))-BIBD. 我 们 称 上 一 0,1,2， 
v 一 2,v 一 1,v 的 平衡 不 完全 区 组 设计 为 平凡 设计 , 以 后 我 们 只 讨 
论 非 平凡 区 组 设计 , 即 3 委 上 < 一 3 的 区 组 设计 , 术语 “平衡 不 完全 
区 组 设计 ”中 ,不 完全 的 含义 是 有 <v. 

定义 8.2,4 在 必 ,v,r; 天 ,4)-BIBD 中 ,如 果 5 二 vr 二, 则 称 
该 设计 为 对 称 平衡 不 完全 区 组 设计 , 简 记 为 (v,&,4)-SBIBD. 


838.2.2 ”关联 矩阵 及 其 性 质 


《por ,RM)-BIBD 是 v 元 集合 5 的 满足 一 定 条 件 的 子 集 族 ， 
关联 矩阵 是 刻画 它 的 有 力 工 具 . 
令 名 ={B ,Bo，… Bs} 是 v 元 集合 5 二 《54,52.… ,8,} 上 的 一 个 
(bv0,r kA)-BIBD.6 Xv 阶 (0,1) 和 矩阵 4 一 (其 中 
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1 {s,€ 8B.) 
| 1 《1 委 和 六 1 过 了 入 D)， 


’ lo GG;& 8B.) 
称 为 名 的 关联 矩阵 . 
从 多 的 关联 矩阵 4 可 以 得 到 (5,v,r,,4)-BIBD 诸 参 数 间 的 
一 些 十 分 重要 的 关系 . 
定理 8.2.1 如 果 存 在 (6,v,+,k,4)-BIBD, 则 
| bk = vr, 


aw 一 1) = rk — 1). 
证 明 令 A4A 是 (5,v,r,k,4)-BIBD 的 关联 矩阵 ,4 一 (es )， 则 
有 表 8. 2. 1 所 示 的 关系 ， 


由 表 8. 2. 1 可 以 看 出 ,4 中 每 行 有 & 个 1,6 行 共有 如 个 1; 
A 中 每 列 有 r+ 个 1,v 列 共 有 wr 个 1, 从 而 
bh 一 vr. 
今 


Us 
则 
280 


4 与 4; 的 内 积 
而 
(41,4) = Danai = A (2 SiSv), 
和 1 
所 以 
(CA; 4 十 4 十 十 4 = At 一 1)， 
另 一 方面 


地 人 (aa = 0) 
| 和 kl (lan= 1), 
而 4, 中 有 7 个 1, 所 以 
(4，4。 十 4 十 … 十 4.) 一 之 (ko—1) 
i 
由 此 得 出 
ACw CO— 1)=r(k om 1). 
由 此 关系 式 可 以 推出 5 中 各 元 案 出 现 的 区 组 数 ~ 均等 于 


{uD , 即 > 由 >” 光 必 唯 一 确定 .于 是 ,在 平衡 不 完全 区 组 设计 的 


i 它 是 (1) 与 (3) 的 推论 ， 
定理 8.2.2 设 4 是 2Xxa 阶 (0,1) 扼 阵 ,4 是 一 个 Cubyr ,天 ， 
心 -BIBP 的 关联 人知 阵 , 当 且 仅 当 4 满足 
474 一 (r 一 个 了 十 147 


和 
AW, = £W’,, 
其 中 
1 9 0 
, .| 


i, 3 - 三 时 四 » 
0 0 a 1 | 
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1 jxa 

证 明 设 4 是 vv 元 集合 S$S 上 的 (8,v,r,&,4)-BIBD 多 一 (1 有， 
五: ,Be 的 关联 拖 阵 . 令 

A= {A 4， … A,}, 
其 中 ,4; 表示 4 的 第 i 列 , 则 
(CAsA1) (A1,As) … (Al,A,) 
ee 

(4.4) 《44) … (A,,A,) 
474 中 对 角 线 上 的 元 素 (4,,4)) 是 SS 中 元 素 s; 在 多 的 各 区 组 中 
出 现 的 次 数 对 于 i 关 j, (4,4j) 是 5S 的 二 元 子 集 {5.,s;} 在 绍 的 
各 区 组 中 出 现 的 次 数 1 所 以 


r 


# 4 
A'A = 2 = (ro DI, 十 Ar 


r 


又 AW, 的 第 i 个 元 素 是 B; 中 的 元 素 个 数 &, 所 以 


1 严 

下 -有 | 
AW,= A4|., |= |. |= 2Ww,. 

1 皮 


反 过 来 , 若 
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六 
A'A= (rm NI A = A ? 


说 明 4 的 每 列 中 有 7 个 1. 叉 由 AW, 二 kW, 知 4 的 每 行 中 有 上 个 
1. 令 3 一 (lysyys) ,定义 3 上 的 区 组 设计 . 才 =={B1,B,,…,B,} 
为 
召 一 人 = 1 过 JJ 和 oj) USi<H). 
。 则 显然 | 召 |=&, 并 且 {(ss 在 和 个 区 组 中 ,在 > 个 区 组 中 . 综合 
上 述 分 析 , 可 知 多 是 $S 上 的 (or,,A-BIBD, 量 4 是 杞 的 关 
联 宅 阵 ， 


由 定理 8. 2. 2 推出 
作 
Iaral=-| 了- 
a 
r A—r A—r 
A 了 一 人 0 
四 0 
下 一 A 
r+ tw 1)4 0 “， 0 
A r—Aa 0 
= 0 
4 1 


= (r+ we DV Ca WT, 
对 于 非 平 凡 区 组 设计 ,显然 r 关 A 否则 ,由 7 二 4 以 及 等 式 A(v 一 1) 
一 r 绪 一 1) 可 推出 一 v, 禾 是 平凡 设计 ), 故 1.474| 关 0， 
定理 8.2.3 如 果 (6,v,r,, 们 -BIBD 存在 , 则 5 尝 v ,rr 之 
证 明 对 于 非 平 凡 设计 名 的 关联 矩阵 4,|1474| 关 0, 即 474 
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的 秩 为 v. 由 于 474 的 秩 小 于 等 于 4 (或 4) 的 秩 , 而 后 者 小 于 等 
于 minko:p) ,于 是 wb. 在 定理 8.2. 1 中 已 经 证 明 Bk 二 wr, 由 v 志 记 
又 可 推出 rr 之 . 
一 个 (porRh-SBIBPD 的 关联 和 矩阵 4 的 补 甩 =J6ox, 一 委 也 
是 (0,1) 和 矩阵 , 且 有 | 
A'A= (fw, — AYT Jors — A) 
= (ys — A (Ts — A) 
=67,— SrAd — Ars + A'A 
= bl — rir rd A 
= (ro AVE,+ (2 2 A,, 
AW,= (Jsx, — AYW, 
vW, — EV’ 
= (za — EW,. 
由 定理 8. 2.2 知 ,也 是 G6,v16 一 r,v 一 ,6 一 27 十 A)-BIBD 的 关联 拓 
阵 , 我 们 称 (6,v,65 一 7 ,vw 一 上 ,6 一 27 十 和 -BIBD 是 (6,vw ,rr ,上 ,4)-BIBD 
的 补 设计 . 这 两 个 互补 的 设计 中 , 必 有 一 个 设计 的 区 组 容量 & 声 
pp 所 以 ,在 构造 (5,v,r, 衣 ,和 A)-BIBD 表 时 ,只 需 列 出 As- 的 那些 
设计 就 可 以 了 . 
”前 面 讲 过 ,平衡 不 完全 区 组 设计 中 , 当 6==v,r 一 k 时 称 为 对 称 
平衡 不 完全 区 组 设计 . 由 定理 8, 2, 1 和 定理 8. 2. 2 可 立即 得 到 
定理 8. 2.4 如 果 存 在 (z,&,))-SBIBD, 其 关联 窍 阵 为 4， 
那么 
《1》 Am 一 1) 一 上 (一 17; 
(2) 474 一 (一 人) 也 十 17 
(3) AW,=kW,; 
《4) 如 果 21v, 则 一 4 是 一 个 完全 平方 数 . 
证 明 前 3 个 结论 显然 成 立 ,这 里 只 需 证 明 (4). 由 定理 8. 2.2 


1 
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1474|= G+ DOC A 
一 人 瑟 十 CR 一 1))(& 一 A”! 
= Rk A (一 人)， 
而 等 导 左 边 的 和 4 是 vxXwv 方 阵 ,141?==14 41, 当 2lz 时 ,由 上 式 
推出 一 4 必 是 完全 平方 数 ， 
利用 定理 8. 2.4 的 结论 ,可 以 判断 某 些 参数 的 对 称 平衡 不 完 
全 区 组 设计 不 存在 . 
例如 , (400,57,7)-SBIBD 和 (400,133,44)-SBIBD 是 不 存在 
的 , 前 者 z= 二 400,k 二 57,4 二 ?, 于 是 4(v 一 1)==2793,k(4 一 1) = 
3192, 因 而 ACw 一 1) 关 (一 1). 而 后 者 v= 二 400,k 二 133,4 二 44, 员 
然 Ap 一 1) 一 &(k 一 1) 一 17556, 但 有 21400, 而 有 一 人 一 89 不 是 完全 
平方 数 . 
定理 8.2.5 设 瑟 ={1Bi,B:…,B.} 是 (天 A)-SBIBD, 则 对 
于 任何 1<i<j<v,; 有 |B. 门 Bj;| = 
证 明 多 = (8B.,Bs,…,B,}) 是 (v,k,4)-SBIBD, 由 定理 8.2.4 
知 它 的 关联 矩阵 4 满足 
1Al? = 2% — A #0, 
即 4 是 可 道 方 阵 , 令 4 的 逆 为 A 由 
47. = J,A = kJ, 


得 出 
4J.4 -1 一， 
于 是 
447 一 (447)(44 一 ) 
~— ACATA)AT! 
二 A(R 一 DI, 二 MV) AT 
= 一 NL,+A, 


285 


和 
这 表明 4 的 任意 两 行 的 内 积 为 1, 即 多 的 不 同 区 组 间 抬 好 有 4 个 


实际 上 ,(v,, 们 -SBIBD 可 以 等 价 地 定义 为 

定义 8.2.5 设 罗 一 {Bl,B,,…,B,) 是 v 元 集合 S$ 上 的 一 个 
区 组 设计 ,如 果 多 满足 条 件 

《1) S 中 每 个 元 素 所 属 的 多 中 区 组 数目 相同 (为 R); 

(2) 名 中 包含 5 的 任意 二 元 子 集 的 区 组 个 数 相同 (为 和 )， 
则 儿 是 5 上 的 (vw,&,A)-SBIBD. 

设 多 = {Bi1,B:,…,B,} 是 v 元 集合 S=(51,32，,…,5,} 上 的 -一 
个 (v,k,2)-SBIBD, 另 有 一 个 元 集合 S' 二 {91 32 … ss} ,定义 

如 ”一 {sy |sE€E B,} (1 魏 i 和 v0),， 

则 多 '=4B1',Bs,…,B,'} 是 S' 上 的 (wv,k,4)-SBIBD, 并 且 称 和 2’ 是 
多 的 对 偶 设 计 ,多 称 为 儿 的 原 设计 .我们 任 取 B,= {5; ,5 ww， 
5;,), 它 意味 着 S' 中 元 素 35) 在 BBi'，… ,Bi' 中 民 才 j 寺 wv), 即 5 
中 每 个 元 紊 在 和 的 上 个 区 组 中 . 任 取 多 的 两 个 区 组 B; ,B; ,由 定 
理 8.2.5 知 Bi 与 B;, 恰 有 4 个 公共 元 素 5; ,5;，… 这 表明 S' 的 
二 元 子 集 {si,' ,5 } 恰 好 包含 在 吕 的 4 个 区 组 8;',B;',…，,B;!' 中 
《1 志 2,iz 寺 v0). 综合 以 上 分 析 , 和 名 是 S' 上 的 (v8,A)-SBIBD. 

定理 8.2.6 设 鸳 ={B,,Bs,…,B,) 是 wv 元 集合 S$ 上 的 一 个 
《vw, 此 ,4)-SBIBD. 取 定 j, 令 B;' 二 Bj 门 B， (i 区 vyi 关 站; 则 

< 二 { 号， as Bj_1', Bs sess B.'} 

是 B; 上 的 一 个 (vw 一 1,,k 一 1,4,4 一 1)-BIBD. 称 如 是 才 的 导出 
设计 . 

证 明 乡 中 有 vw 一 1 个 区 组 ,对 任意 i (li 寺 v,i 关 站,B;' 夺 
B,, 且 1B;|==18; 门 Bi|==4, 即 静 的 每 个 区 组 中 有 个 元 素 . Bi 中 
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的 每 个 元 素 出 现在 .多 的 个 区 组 中 ;而 Bj; 舍 :3 , 故 它们 出 现在 
多 的 有 一 1 个 区 组 中 . B; 中 的 每 对 元 素 出 现在 多 的 4 个 区 组 中 ， 
而 Bj; 息 人 GB , 故 它们 出 现在 儿 的 4 一 1 个 区 组 中 .从 而 ,多 是 B; 上 
的 (vw 一 1,k,k 一 1,4,4 一 1)-BIBD. 

定理 8.2.7 设 名 ={B1,B;,…,B,} 是 v 元 集合 S 上 的 一 个 
(v 沁 ;4)-SBIBD. 取 定 j, 令 

B= {Bi—B,,.,B:.—B,,B— B,.,B,— B,), 
则 多 "是 5 一 B; 上 的 一 个 (wv 一 1,0 一 &,,k 一 4,4)-BIBD. 称 到 "为 
光 的 剩余 设计 . 

证 明 地 中 有 w 一 1 个 区 组 ,区 组 中 的 元 素 取 自 集合 S 一 8B,， 
且 15 一 8)|=v 一 &. 由 于 |B: 站 Bj;|=4, 所 以 |B 一 Bj;|==k 一 A (1 坟 i 
vii 天 门 , 即 细 ? 的 每 个 区 组 容量 为 £ 一 .5 一 B; 中 的 任意 元 素 5 
恰好 在 的 大 个 区 组 已 ， :Bi, 中 (全 天 记 1 委 !/ 和 4) , 故 全 在 
"的 B;—B,,B,—B;,.…,B;—B; 中 . 同样 地 ,S 一 B; 中 的 任意 一 
对 元 素 恰好 在 猴 的 个 区 组 中 , 故 它们 也 栓 好 在 静 ' 的 个 区 组 
中 .从 而 ,3' 是 5S 一 B; 上 的 一 个 (wv 一 1 ,vw 一 kk, 记 一 A,4)-BIBD. 

上 面 两 个 定理 还 可 以 从 另外 一 个 角度 加 以 证 明 . 令 S= {s,， 
s29 "ys 5S 上 前 (大 -SBIBD 积 二 (Bj,B,,…,B,}). 不 失 一 般 
性 , 令 Bl== {5 ,500,54); 则 加 的 关联 矩阵 4 以 及 A474 和 44 


为 
区 1 1 nen 1 D 0 … [0 
] ks 一 43X 上 和 
1 
en | 
A'A=|1|:;. ， 


AsT A As' As 
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k (11 … A 


1 
447 = 。 
| -下 MA dA 
由 此 得 出 
A = A 


4:74; = (8 — DI A 

NS = (一 和 7 . 
由 4 看 出 ,4; 是 在 Bl 上 有 的 导出 设计 的 关联 矩阵 ,4; 是 在 
S 一 B, 上 纷 的 剩余 设计 的 关联 和 矩阵. 再 由 上 述 各 式 及 定理 8. 2.3 
知 , 妥 的 导出 设计 的 参数 为 "一 1 站 一 1 一 1 家 的 简 余 设 
计 的 参数 为 (v 一 1] ,op 一 上 ,到 ,天 一 人)， 


8. 2.3 三 连 系 


在 本 节 开 始 ,我 们 曾 指出 =1,2 的 平衡 不 完全 区 组 设计 是 平 
凡 的 设计 . 在 非 平 几 设 计 中 ,& 的 最 小 值 为 3, 我 们 特别 称 这 种 设计 
为 三 连 系 . 在 (5,v,r,3,A)-BIBD 中 ,由 ACv 一 1)=r(% 一 1 和 的 = 
vr 可 推出 


A(v 1) 
2 » 


jw 一 1) 
VW i 


了 
由 于 7,5 均 为 整数 ,由 上 式 知 存在 三 连 系 的 必要 条 件 是 
Alv — 1) = 0 (mod 2)， 
Av(v — 1) 二 0 (mod 16)， 
k= 3. 
特别 地 ,4 二 1 的 三 连 系 叫 作 Steiner 三 连 系 . 对 于 Steiner 三 
连 系 ,参数 7 和 和 完全 由 vz 决定 , 邵 
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v1] ,vv—o1) 
VO l 


我 们 称 它 为 ， 阶 Steiner 三 连 系 ,并 记 为 STC(v), 由 wv 一 1) 二 0 
(mod 6),v 硅 1 (mod 2) 可 推出 3|v 或 3 (v 一 1), 中 wv 夺 1 或 3 
(mod 6). 这 说 明 v 阶 三 迷 系 存在 的 必要 条 件 是 v 圭 1 或 3 
(mod 6). 实际 上 ,可 以 证 明 它 也 是 ST(w) 存 在 的 充分 条 忻 . 
如 果 ST(vw) 中 的 所 有 区 组 能 分 成 若干 平行 类 ,使 得 每 个 平行 
类 都 是 基 集 5 的 一 个 分 划 ,那么 我 们 称 ST(v) 是 可 分 解 的 . 8. 1 节 
中 介绍 的 Kirkman 女生 问题 就 是 一 个 可 分 解 的 ST(15), 每 一 天 
中 的 5 个 区 组 构成 一 个 类 . 可 以 证 明 , 可 分 解 ST(v) 存 在 的 充 要 条 
件 是 v= 二 3 {mod 6). 
下 面 的 任务 是 构造 ST(v). 
当 w 二 3 时 ,r= 二 5 二 1,，S={1,2,3} ,此 时 
ST(3) = {{1,2,3}}. 
当 v 二 7 时 ,r= 二 3,6 二 7,5 二 {1,2,3,4,5,6,7}. 由 于 1 与 2,3， 
4,5;6，7 各 相 表 一 次 , 故 区 组 中 可 包括 
{1,2,3}, {1,4,5}, {1,6,7}, 《8. 2. 1) 
在 其 他 区 组 中 ,2 应 该 与 4,5,6,7 各 相遇 一 次 ,但 是 4 与 5,6 与 7 
已 经 在 (8 2.1) 的 区 组 中 相遇 过 ,所 以 包含 2 的 新 区 组 只 能 是 
{2,4,6}, {2,5,7}. (8, 2. 2) 
在 其 他 区 组 中 ， 3 应 该 与 4,5,6,7 各 相 观 一 次 ,考虑 到 (8. 2. 1) 和 
(8. 2.2) 中 4 与 5 和 6,7 与 5 和 6 已 相遇 过 , 故 应 有 
{3,4,7}, {3,5,6}). (8. 2. 3) 
容易 验证 
{{1,2,3}), {1,4,5}, {1,6,7}, {2,4,6}, 
{2,5,7}), {3,4,7}, {13,5,6)} 
为 ST(7), 并 且 在 同 构 意 义 下 是 唯一 的 . 
对 于 一 般 的 v 寺 1 或 3 (mod 6), 求 出 互 不 同 构 的 > 阶 Steiner 
三 连 系 的 个 数 十 分 困难 ,迄今 尚 无 有 效 的 方法 . 
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定理 8.2.8 若 存 在 ST(v 和 STfo) , 则 存在 ST (vv). 
证 明 由 于 STay,SToy 存 在 . 帮 有 zs 主 1 或 3 (mod 6)， 
月 vv 三 1 或 3 (mod 6), 从 而 推出 翅 vw; 尘 1 或 3 (mod6), 所 以 


STlvivs) 存 在 . ST (vv) 中 应 有 上 wxve borvs 一 1) 个 区 组 ， 每 个 元 素 


出 现在 六 (oz 一 1) 个 区 组 中 . 
仿 多 , 是 基 集 5) 一 taiyazaw} 上 的 ST Cv,), 则 | 多， |= 


言 v1v1 一 1), 又 令 有 是 基 集 5, 一 (by,b,…,b.,1 上 的 ST (wv), 则 


[1 筷 1 一 壤 os(os 一 D. 现 设 
S = (cns ce 
定义 {cyciocu} 区 如 下 : 
(1) r=s=i,B{a;sas0) EB,; 
(2) 7=]7=k, Htbb,,b}€ Bs 
(3) {avajrar} EB ,Bi{b, bb EB. 


则 在 甸 的 计 viv2Cvos 一 了 个 区 组 中 ， 类 型 (1),(2),(3) 的 区 组 分 


别 有 吉 号 (vO— 1) ， wz(oz 一 D 和 十 wu- Doz(wz 一 D) 个 ， 


下 面 证 明 4 的 任何 一 对 元 素 (c。 ;C8} 只 出 现在 一 个 区 组 中 . 对 
于 (cvvczr)， 有 如 下 3 种 情况 ， 

(1) > 一 3* ;1 天 六 在 多 中 ,包含 {farai) 的 区 组 (evaivat} 是 唯 
一 的 , 直 此 确定 出 天 令 一 7 一 3 财 多 中 的 区 组 {crycayca} 是 包含 
{cscn} 的 唯一 区 组 . 

(2) i 二 j, r 关 s. 对 名 ; 作 上 述 同 样 讨论 ， 

(3) 7 天 5， 17 在 狗 ， 中 包含 {faaj} 的 区 组 {fai,a;,as) 是 唯一 
的 ,在 多 , 中 包含 {6.,65,} 的 区 组 {65,5b,, 刀 ) 是 唯一 的 ,由 此 确定 出 唯 
一 的 是 和 上 从而 {crycrcu} 是 包含 {cryci) 的 维 一 区 组 . 

例如 , 设 v 二 3,S1=5; 一 {1,2,3), 名 一 {{1,2,3)} ,5 一 
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tf 2 3 ， 则 
S= {1, 2, 3,4,5, 6, 7, 8, 9)， 
ST(9) = {{1,4,7}, {2,5,8}, {3.6,9}, 
{1,2.3}, {4,5,6}, {7,8,9}, 
{1,5,9}), :{3,4,8}, {2,6,7}, 
{13,5,7), {12,4,9), {1,6,8})}. 


少 


Xi = ({(l,4.7}, (2,5,8}, (3,6,9}}, 
Xs = {{1,2,3}, {4,5,6}, {7,8,9}}, 
= {{1,5,9}, {3,4,8), {2,6,7}}, 
X= {{3,5,7}, {2,4;9}, {1,6,8)}, 
则 它们 是 ST(9) 的 4 个 平行 类 . 于 是 ,{ 避 ,和 和, ) 是 可 分 解 的 
ST(9). 


8.3 几何 设计 


有 限 几 何 是 研究 平衡 不 完全 区 组 设计 的 重要 方法 ,本 节 着 重 
介绍 用 有 限 射影 平面 和 有 限 仿 射 平面 构造 平面 设计 的 有 关 问题 . 


8. 3.1 有 限 射 彩 平面 


为 了 研究 有 限 射影 平面 的 组 合 结构 ,采用 公理 方法 是 方便 的 . 

定义 8.3.1 一 个 射影 平面 x 是 一 个 由 点 和 直线 构成 的 系 
统 , 这 些 点 与 直线 由 关系 “ 某 点 己 在 某 直线 工 上 ”( 或 “直线 也 通过 
某 点 P”) 结 合 在 一 起 . 该 关系 满足 下 面 的 射影 平面 公理 ， 

PP1; 通过 x 上 任意 两 个 不 同 点 的 家 线 有 且 仅 有 一 条 ， 

PP2: x 上 和 任意 两 条 不 同 直线 通过 且 仅 通过 一 个 公共 点 ; 

PP3: r 中 存在 四 点 ,其 中 没有 三 点 在 一 条 直线 上 . 

引 理 8. 3.1 射影 平面 zx 具有 人 性质 

PP4: x 中 存在 四 条 直线 ,其 中 没有 三 条 通过 一 个 公共 点 . 
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证 明 设 4,,4:,4;,44 是 满足 性 质 PP3 的 四 个 点 ,通过 任何 

两 点 可 以 作 一 条 直线 ;共有 6 条 直线 ,其 中 sd 与 tariz 与 tsslda 与 4 
的 交点 分 别 记 为 Bl,B;,B;, 如 图 8. 3. 1 所 示 . 于 是 

1 :44 8，， 

la: A1AsB,, 

Pa AiAiBs, 

i: A.A3B,, 

is: A,A.B,, 

le: AsAB'. 
li~le 中 除了 上 面 标明 的 点 之 外 ,不 会 再 有 其 他 4;,B8; 出 现在 这 些 
直线 上 . 否则 ,假设 B; 出 现在 上 ,那么 六 和 2 都 是 过 4,,B; 的 
直线 ,由 PP1 知 癌 一 如 ,并 且 41,4,, A; 都 在 该 直线 上 ,与 PP3 矛 
盾 , 故 不 可 能 . 又 由 PP3 知 4: ,44 均 不 会 在 LL 上. : 


图 8. 3.1 
干 面 证 明 {i stasds sts 这 四 条 直线 中 没有 三 条 直线 通过 一 个 公 
共 点 . 如 车 不 然 , 假 设 ,ls,ls 通过 一 个 公共 点 逐 , 则 4 与 1; 都 是 
过 4 ,和 两 点 的 直线 ,由 PP1 知 如 ls, 即 41,4,,A4; 均 在 该 直线 
上 ,与 PP3 矛盾 , 故 不 可 能 . 同 理 可 讨论 其 他 组 合 . 
引 理 8. 3.2 射影 平面 x 中 的 每 条 直线 都 至 少 包含 三 个 不 同 
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证 明 设 4 ,4:,4:,44 是 满足 性 质 PP3 的 四 个 点 .根据 直线 
与 它们 的 关系 ,将 zt 中 所 有 直线 分 成 如 下 三 类 ， 

(1) 过 且 仅 过 4 (1 人 i&4) 中 的 两 点 . 由 强 理 8. 3. 1 的 证 明 
知 , 它 们 就 是 如 ,li,… ,le. 这 些 直线 上 都 有 三 个 不 同 的 点 ， 

(2) 仅 过 4， (sz 委 4) 中 的 一 点 . 设 直 线 工 过 4 ,4 不 在 工 
上 .在 引 理 8. 3. 1 的 证 明 中 ,以 4, 为 交点 的 直线 上 和 点 与 工 的 交 
点 分 别 记 为 已 和 所 ,如 图 8. 3. 2 所 示 , 因为 is 和 i 仅 有 一 个 交点 
44 所 以 P 隆 Q. 又 因 A 不 在 is 和 如 上 ,所 以 P 关 A1,Q 关 41. 即 上 
包含 三 个 不 同 的 点 A1,P,Q. 


8,3.2 
(3) 不 过 点 A; (1 委 ; 委 4). 设 二 与 引 理 8. 3. 1 证 明 中 的 4,i， 
6 分别 交 于 P,Q,R 三 点 ,如 图 8. 3. 3 所 示 . 而 41 ,ls ,如 三 条 直线 的 
交点 为 41, 且 hi 不 在 I 上, 故 P,Q,R 是 上 的 三 个 不 同 点 . 
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上 面 我 们 从 公理 PP1,PP2,PP3 推出 了 PP4. 实际 上 ,也 可 以 
从 PP1,PP2,PP4 推出 PP3. 这 说 明 在 公理 PP1 ,PP2 之 下 PP3 与 
PP4 是 等 价 的 . 在 射影 平面 的 公理 系统 中 ,可 以 用 PP4 代替 PP3. 

公理 PP1,PP2,PP3 和 性 质 PP4 显示 了 射影 平面 中 点 与 直线 
的 对 偶 性 . 如 果 在 关于 射影 平面 的 点 和 直线 的 一 个 命题 中 , 把 “点 ” 

与 “直线 ?两 个 词 互 换 , 就 得 到 它 的 对 偶 命 题 . 原 命题 成 立 ， 当 且 仅 

当 对 偶 命 题 成 立 . 

引 理 8. 3.3 射影 平面 x 中 的 每 一 点 都 至 少 在 三 条 直线 上 . 

这 是 引 理 8. 3. 2 的 对 偶 命 题 . 

在 射影 平面 的 定义 中 ,公理 PP3 用 来 排除 一 些 退 化 情况 . 
例如 : 

(1) 所 有 点 均 在 同一 条 直线 上 . 

人 PP1 和 PP2, 只 是 从 “平面 "退化 成 
“直线 ” 

(2) 系统 中 只 有 二 个 点 和 二 条 直线 

三 个 点 PP ,P; 和 三 条 直线 忆 , 志 ,并 如 图 8, 3.4 所 示 ，, 它 
们 满足 公理 PP1 和 PP2. 
也 


ZL 


图 8. 3.4 
具有 有 限 个 点 的 射影 平面 叫做 有 限 射 影 平 面 . 
引 理 8. 3.4 ” 设 ”之 2. 如果 射影 平面 x 中 的 一 条 直线 上 上 人 恰 
有 十 1 个 点 , 则 通过 不 在 4 上 的 点 P 的 直线 恰 有 十 1 条 . 
证 明 设 直 线 上 的 nm 十 1 个 点 为 QQ 1. 设 点 PP 不 
在 直线 / 上 ,由 公理 PP1 知 过 点 天 有 7 十 1 条 直线 PQ,, PQ ,~, 
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PQ, 假设 直线 PQ; 与 PQ; 是 同一 条 直线 上, 则 天 上 有 了 ,QQ 
全 个 点 由 于 k,l 均 是 过 点 名 ,Qi 的 直线 ,从 而 = 二 1, 且 点 中 在 t 
上 ,与 请 不 在 :上 艺 丘 , 故 不 可 能 . 即 PQ ,PQs，… ;PQ 是 不 同 
的 2 十 1 条 直线 . 

点 卫 不 在 直线 1 上 ,过 点 .P 的 每 条 直线 必 与 5 有 且 仅 有 一 个 
交点 , 由 于 上 恰 有 十 1 个 点 ,于 是 过 已 点 最 多 只 有 za 十 1 条 
直线 . 

综 上 所 述 , 通 过 不 在 ! 上 的 点 书 - 的 直线 恰 有 2 十 1 条 ， 

引 理 8. 3.5 ” 设 ”之 2?. 如 果 射 影 平 面 x 中 的 一 条 直线 上 恰 有 
z 十 1 个 点 , 则 的 每 条 直线 上 都 恰 有 = 十 1 个 点 ， 

证 明 设 + 中 直线 1 上 恰 有 nn 十 1 个 点 Q,,Q…,Q.ii. 令 
41,A1,4;,A, 是 PP3 中 所 指 的 四 个 点 ,它们 之 中 至 少 有 两 点 不 在 
i 上 (不 妨 假设 4 4: 不 在 1 上 ). 在 x 中 任 取 直线 及 ,h 与 点 A, 和 
4 的 关系 有 如 下 两 种 情况 : 

C1) 不 过 点 A;( 或 hh 不 过 点 A,) ,如 图 8. 3.5 所 示 . 由 引 理 
8.3.4 知 ,过 直线 ?! 外 一 点 A 有 且 仅 有 z 十 1 条 直线 . 直线 有 与 这 
些 直 线 的 交点 就 是 上 的 全 部 点 ,共有 十 1 个. 


ee 


QQ，… QQ 
图 8.3.5 
(2) 大 过 点 4 和 4:. 此 时 ,大 就 是 引 理 8. 3. 1 证明 中 的 六 ,如 
果 点 As( 或 4) 不 在 1 上 ,如 图 8. 3.6 所 示 , 则 由 PP3 知 点 4 也 不 
在 关上 .由 引 理 8.3.4 知 ,过 直线 ?外 一 点 4; 有 且 仅 有 十 1 条 直 
线 . 直线 0 与 过 点 4 的 * 十 1 条 直线 的 交点 就 是 4 的 全 部 点 . 如 
打点 4s 和 4 均 在 4 = 上 A) 上 ,如 图 8.3.7 所 示 , 则 选取 B,, 由 引 理 
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8. 3. 1 的 证 明知 ,B; 不 在 l; 上 也 不 在 上. 8. 3.4 知 ,过 点 
B, 点 有 且 仅 有 2 十 1 条 直线 .4 与 过 点 召 : 的 "十 1 条 直线 的 交点 
就 是 二 的 全 部 点 ， 


QQ A + A Q,+ (=4) 


图 8.3.7 
定理 8. 3.1 设 n 之 2. 对 于 一 个 射影 平面 ,下面 6 个 性 质 彼 
此 是 等 价 的 ,并 且 称 该 射影 平面 是 阶 的 ， 
(1) 存在 一 条 直线 恰 合 nn 十 1 个 点 ; 
(2) 存在 一 个 点 恰 在 * 十 1 条 直线 上 ， 
(3) 每 条 直线 恰 含 4 十 1 个 点 ; 
(4) 每 个 点 答 在 ”十 1 条 直线 上 ; 
《5) zx 中 恰 有 如 十 n 十 1 个 点 ， 
(6) x 中 恰 有 妈 十 n 十 1 条 直线 . 
证 明 由 图 8, 3. 8 着 出 只 需 证 明 (4) 全 (5) 及 (5) 一 (1)， 
(4)=>(5), 设 P。 是 射影 平面 x 中 的 一 个 点 ,由 (4) 知 过 Po 点 
恰 有 2 十 1 条 直线 卫 ,L，,… ,li4i. 由 [4) 的 对 侦 命 题 (3) 知 ,Li 土 恰 有 
7 十 1 个 点 ,除去 点 Po 以 外 ,2 si<n 二 1) 上 有 ， 个 点 .过 点 P。 
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的 十 1 条 直线 上 应 有 (Cn 十 1) .2 一 1 一 好 十 2 十 1 个 点 .此 外 ,x 的 
所 有 点 均 在 这 n 十 1 条 直线 his ly lt 所 以 :和 中 恰 有 
?2 十 2 一 1 个 点 ， 


y » 
(1) 与 (2) 为 对 偶 命 题 人 (5) 与 (6) 为 对 偶 命 题 


引 理 8. 3. 5 
图 8. 3,8 
5) 过 (1). zt 中 的 点 数 是 有 限 的 ,x 中 每 条 直线 上 的 点 数 也 必 
然 有 限 . 取 定 x 中 一 条 直线 1, 设 i 上 有 mr 十 1 个 点 ,由 前 面 的 证 明 
知 z 中 应 有 ze 十 zw 十 1 个 点 . (5) 中 指出 xt 中 恰 有 并 十 x# 十 1 个 点 ， 
由 此 推出 w==n;, 即 在 x 中 一 直线 1 上 有 x 十 1 个 点 . 


8. 3. 2 平面 设计 


有 限 射影 平面 与 一 种 类 型 的 区 组 设计 密切 相关 . 设 x 是 = 阶 
射影 平面 ,我 们 以 x 的 全 部 点 和 直线 分 别 作 为 平衡 不 完全 区 组 设 
计 的 基 集 和 区 组 , 即 

S = {ss 529 > Sapntl}s 
B= hd, psp} 
由 阶 射影 平面 的 性 质 知 ,该 区 组 设计 的 参数 为 . 
b=v= 二 nn 十 n 十 1， : 
r= 上 £=n 二 1l, 
A 
即 静 是 $S 于 的 (2 十 2 十 1,2 十 1,1)-SBIBD,， 

反 过 来 , 设 用 是 到 十 2 十 1 元 集合 S 上 的 (x 十 n 十 1,n 十 1， 
1)-SBIBD, 把 S 中 的 每 个 元 素 看 成 点 ,每 个 区 组 中 的 元 素 全 体 看 
成 直线 ,构成 系统 x. 由 于 
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(1) 和 任 取 5,5;E5; 因 4 二 1, (so5) 恰 在 一 个 区 组 中 . 那么 该 区 
组 相应 的 直线 就 是 过 s,s; 两 点 的 唯一 直线 . 系统 x 满足 PP1 
公理 . 
(2) 任 取 Bi,8;E 加 , 因 4=1,1B, 门 B;| = 二 1. 那么 相应 于 B; 和 
Bj; 的 两 条 直线 的 交点 即 是 B; 与 已 的 唯一 公共 元 素 . 系统 x 满足 
PP2 公理 . 
(3) 率 二 4 十 1 之 3. 任 取 5s;E€5,s 至 少 出 现在 3 个 区 组 中 , 设 其 
中 之 一 为 Bi. 该 区 组 中 除去 s; 外 至 少 还 有 两 个 元 素 , 其 中 之 一 记 
为 5, 类似 地 ,包含 5; 的 区 组 除去 5B; 外 至 少 还 有 两 个 ,其 中 之 一 记 
为 Bi. 显然 ,5 所 B;. B; 中 除 s; 以 外 至 少 还 有 两 个 元 素 , 其 中 之 一 
记 为 Ske 包含 SEySk 的 区 组 记 为 B,. 包含 Sk 的 区 组 除了 也， ,上 B; 外 还 
有 B; ,而 Bi 与 B; 的 公共 元 素 为 Sr 此 外 ,Bi 中 还 有 元 素 s。 即 
Bi 一 人 5 B,)， 
Bi = {os Sjs Ser os) 
Bi = {oes Sis Sis "%*) sissm & Bi), 
Bi = {ees St» Se» Sms ***} sis si & B,). 
不 难看 出 ,s;,s;,sss5m 中 任何 三 个 元 素 不 在 同一 个 区 组 中 . 所 以 , 系 
统 zt 满足 PP3 公理 ， 
由 上 面 的 讨论 即 得 
定理 8.3.2 2 阶 射影 平面 和 (az 十 na 十 1,2 十 1,1)-SBIBD 是 
等 价 的 ,它们 的 数学 结构 相同 , 
下 面 将 介绍 如 何 用 有 限 域 来 构造 射影 平面 . 为 此 ,我 们 先 复习 
关于 有 限 域 的 基本 知识 . 
代数 系统 ( 矿 , 十 ,，，) 中 ,如 果 (F ,十 ) 为 交换 群 ,(F 一 {0r},*) 
为 交换 群 , 并 且 “。” 对 “十 ”满足 分 配 律 , 则 称 (FF; 十 ,，) 为 域 .下 
的 零 元 和 单位 元 分 别 记 作 0r 和 1x. 若 下 是 有 限 集合 , 风 称 玉 为 有 
限 域 . | : 
在 有 限 域 中 ,所 有 非 零 元 素 的 加 阶 相同 且 为 素数 p, 并 且 称 记 
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为 有 限 域 的 特征 . 特征 为 p 的 有 限 域 中 有 p” 个 元 素 . 对 任何 素数 
pp 和正 整 数 ,都 存在 p" 阶 有 限 域 , 记 作 Fe. 
对 于 玉 ,= 二 人 50],[1],… ,Lp 一 1j) ;定义 
[cj 十 [的 = 一 [ae 十 茹 ， 
[aj * [6] = [a * 6]. 
为 了 书写 方便 , 下面 我 们 用 i 代替 [i]. 
例如 ,已 ;一 10,1,2), 见 表 8. 3. 1. ;一 10,1,2,3,4), 见 表 
8, 3. 2, 


表 8.3.1 
(a) (by 


| 。 -| 
01909 1 2 3 4 0 0 0 0 
1]|1 2 3 4 0 1 2 3 4 
212 3 4 0 1 2 4 1 3 
313 4 0 1 2 3 1 4 2 
4 | 4 0 1 2 3 4 3 2 1 


对 于 ”之 2, 构 造 "要 利用 下 ,上 的 多 项 式 环 FF,[zJ. 令 Ps[z] 
表示 以 下, 中 元 素 为 系数 的 多 项 式 全 体 . 令 f(x),g(z) EF,[xj， 
其 中 


f(x) 一 Dair’, 
i=0 
8 (Xx) 一 Dl bz, 
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定义 忆 [zj 上 的 “十 ”与 ”，? 运 算 为 
maxt{mr na) 


fr) + gr) = 2) Cat bx’, 


i=0 
现 十 开 


jz) grT) = Dc (0 = Dab), 


r=0 ij 十 j= 天 


则 (Fzj] ,十 ,，) 为 多 项 式 环 , 如 果 FF,[xj 上 的 n 次 多 项 式 f(z) 
不 能 分 解 成 两 个 低 次 ( 非 零 次 ) 多 项 式 之 积 , 则 称 f(x) 是 F,[Lx] 上 
的 nn 次 不 可 约 多 项 式 . 令 a 是 f(z) 二 0 的 根 , 即 f(a)==0, 定 义 
Fp 一 {aw 十 mc 十 … 十 cia |aoa…oa li € Fo,}. 
例 1 构造 书 :- 
解 这 里 ,p=2,n 二 2. 下 二 {0,1} , 见 表 8.3. 3. 


表 8,3.3 
{a) {b> 
十 1 * 1 
0 1 0 0 
1 0 1 


Fs[z] 上 的 2 次 不 可 约 多 项 式 为 f(x) 二 x 十 x 十 1. 设 a 是 
了 f(z) 二 0 的 一 个 根 , 即 a? 二 a 十 1, 则 . 
R= {aot aa | om EF,} 
二 {0; 1, 4, 1 十 4a). 
天 上 的 运算 表 见 表 8. 3. 4. 
表 3.3.4 


例 2 构造 下，. 
- 解 这 里 ,p=2,n==3. Fi[z] 上 的 3 次 不 可 约 多 项 式 为 f(x) 
二 Tz 十 x 十 1. 令 a 是 f(r) 二 0 的 一 个 根 , 即 ;二 a 十 1; 则 
下 一 fa 十 o& 十 ac | aosa EF,) 
一 {0,1,aya， 1 十 aa 十 i2， 1 十 cz, 1 十 aa 十 CQ 
一 (0，1，a，az，aa，at，25，a5)}， 
a 称 为 是 Rs 的 本 原 元 素 . 
例 3 构造 Fi。. 
解 这 里 ,p 一 2,n 一 4. fsLzx] 上 的 4 次 不 可 约 多 项 式 为 f(z) 
二 Xz 十 十 ZX: 十 T+ 十 1, 设 a 是 f(x)==0 的 一 个 根 , 册 at=ai: 十 a 十 
2 十 1, 则 
Fis= {oo aa 十 col 十 asal | aoyayazyas €E F,! 
一 《0,，1, ayec ay 1 十 al1 十 ao2，1 十 aa， 
4 十 aa 十 ia 十 Ci 1 十 aa 十 好 ， 
1 十 a 十 2 1 十 季 十 aa 十 ec: 十 ci， 
1 十 ea 十 好 十 <3} 
= {0; 1, 1 十 a, (十 a):,…， (1 十 a)**). 
所 以 ,1 十 a 是 Rs 的 本 原 元 素 ， 
用 有 限 域 怀 构造 射影 平面 的 过 程 如 下 : 
设 下 是 有 限 域 ,1F|==n.V 是 域 尺 上 的 三 维 向 量 空间 ,7 ' 是 
V 中 的 非 零 元 素 全 体 , 即 
Y ”一 {(aoaiyas) | aoyalyds 所 下 (aoyalyas) 天 (0 0,0)}， 
显然 , 1V' | 二 zn 一 1. 在 V*' 中 建立 等 价 关系 RR: 如 果 存 在 aEF， 
a 隆 0, 使 得 Cao ya,az) 二 albo ,5b ,62), 则 称 Caosalsas) 与 (6o,b ,651) 等 
价 , 记 为 (aoyaiyaz) R (8 有) Caoya1saz) 所 在 的 等 价 类 记 为 
Lao ,al saz. 不 难看 出 » | aos a ,a2 | 二 4 一 1], 关系 民 将 Vv’ 分 成 
于 十 2 十 1 个 等 价 类 . 
射影 平面 PL[F] 中 的 点 就 是 V' 中 的 全 部 等 价 类 . 等 价 类 
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[aosalsazj 称 为 P2[F]j 的 一 个 射影 点 . P2[F] 的 直线 (xo, is XT;》 
(zoyT1isZsEFF, 且 不 同时 为 零 ) 由 满足 
Qaozo 十 QiXZl 十 azTz 二 0 
的 全 部 射影 点 [ao ,al,azj] 组 成 . 显然 ,对 于 aE 下 ,a 关 0, 有 
TosTI sy T2) =— (Axo QT ATs), 

下 面 要 说 明 如 此 定义 的 P[F] 是 射影 平面 ,也 就 是 证 明 
P?[LF] 满 足 射影 平面 的 3 个 公理 . 

设 P=[aosa ;42 |],Q={bo | :6s 是 PLF] 的 两 个 不 同 点 . 考 
由 以 To Tr 为 变量 的 方程 组 

QoTo 十 CIXZI 十 ati 一 0, 
> + bz 十 pz 一 0， 
存在 向 量 人 (zz Zi) 与 (aoyelyaz)y (poy6p) 息 直 , 目 (zcoyzryzo) 
隆 (0,0,0), 当 且 仅 当 (a6oyalya2) 关 2 (Bo,B1362); 即 [ao,ai,asj 与 
[a ) 硬 1 ypz] 是 不 同 的 射影 点 . 所 以 ;该 方程 组 有 非 零 解 TorX1irT2. 称 
直线 (zeoyziyvzz)? 过 P,Q 两 点 . 

两 条 不 同 直线 交 于 一 点 的 证 明 类 似 ， 

可 以 验证 ,[0,0,1],[0,1,0],[1,0,0] 及 [1,1,1] 这 四 个 点 中 
的 任意 三 点 不 在 一 条 直线 上 . | 

例 4 用 FF,=={10,1} 构 造 2 阶 射影 平面 ， 

解 PLF,j] 的 点 为 [0,0,1],f0,1,0],[1,0,0],50,1,1]， 
[1,0,1],[1,1,01,[1,1,1], 和 光线 为 (0,0,1),《0,1,0》,《1,0,0)， 
《0,131),<1,0,1),(1,1,0),.¢1,1,1). 

直线 (1,0,0) 上 的 点 [ao,a1 ,asj 是 方程 a6 二 0 的 解 , 故 [0,0,1]， 
[0,1,0], [0,1,1] 三 点 在 直线 (1,0,0〉 上. 

直线 (1,1,0， 上 的 点 [ao;,a1;as] 是 方程 co 十 ai 一 0 的 解 , 故 
[1,1,0],[1,1,1],[0,0,1] 三 点 在 直线 (1,1,0) 上 . 

直线 (1,1,1) 上 的 点 [aosal az | 是 方程 ao 十 ii 十 dr 一 0 的 解 , 故 
0,1,0J,[1,0,1],[0,1,1] 三 点 在 直线 {1,1,1) 上 . 

如 此 分 析 下 去 ,得 到 图 8, 3, 9(a) , 它 和 (7,3,1)-SBIBD 等 价 . 
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若 将 PLF;] 的 点 [6,0,1j],[0,1,0],[0,1,11,[1,0,0],[1,0,1]， 
,1;0j;[1;1,1j 分 别 记 作 1,2,3,4,5,6,7; 则 从 图 8. 3. 9(a) 得 到 
8. 3. 9(b). 那么 ,S 二 {1,2,…,7} 上 的 (7,3,1)-SBIBD 为 
B= {1,2,3}, {1,4,5}, {1,6,7}, {2,4,6}, 
{2,5;7}, {3,4,7}, {3,5,6}}. 


[0,0,1] 


[0,1:01 0 N {1,0,1) 
人 以 
NN 
[1,1,1] 

(ta) ， 


[0,1,1] 


图 8.3.9 
由 上 上面 的 讨论 ,对 任何 "一 加 , 均 存在 = 阶 射影 平面 , 即 存在 
(x 十 nn 十 1 ;zz 十 1 ;1)-SBIBD. 


8. 3.3 ” 仿 射 平面 


1. 念 射 平面 的 定义 和 性 质 

定义 8. 3. 2 在 一 个 射影 平面 x 中 去 掉 一 条 直线 及 其 上 的 
点 , 剩 下 的 那些 点 和 直线 保持 原 有 的 关联 关系 ,这 些 点 和 直线 组 成 
的 系统 叫做 从 射影 平面 < 导出 的 仿 射 平面 zw, 若 * 是 阶 射影 平 
面 , 则 屯 叫 做 二 阶 仿 射 平面 . 

与 n 阶 射影 平面 x 相对 应 的 是 (n? 十 n 十 1,n 十 1,1)-SBIBD. 
以 由 7 导出 的 阶 仿 射 平面 中 的 点 作为 基 集 ,直线 作为 区 组 , 则 
这 些 区 组 是 基 集 上 的 一 个 区 组 设计 . 由 剩余 设计 的 定义 不 难看 出 ， 
该 区 组 设计 是 (至 十 2 二 1, 十 1,1)-SBIBD 的 剩余 设计 ,所 以 它 为 
(十 xs? ,nn 十 1,n,1)-BIBD. 由 此 得 到 下 面 的 定理 ， 

定理 8.3.3 设 zw 是 x 阶 仿 射 平面 ;那么 
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(1) 如 恰好 有 着 个 点 ; 

(2) zr 恰好 有 wm 十 n 条 直线 ; 

(3) zr 的 每 条 直线 上 恰 有 个 点 ; 

《4) 好 的 每 点 怡 在 * 十 1 条 直线 上 ， 

《5) 好 的 每 对 不 同 点 恰 在 一 条 直线 上 ， 

反 过 来 ,上 述 5 个 性 质 完全 刻画 出 了 仿 射 平面 . 

定理 8. 3.4 由 若干 点 和 直线 组 成 的 系统 wv, 它 满足 定理 
8. 3. 3 中 的 5 个 性 质 , 则 zz 是 一 个 阶 仿 射 平面 ， 

证 明 首先 证 明 x 满足 平行 公理 , 即 在 直线 外 一 点 有 且 仅 有 
一 条 直线 与 它 平行 . 

如 图 8. 3. 10 所 示 , 令 /是 x 中 的 任意 一 条 直线 ,由 (3) 知 其 上 
恰 有 z 个 点 , 设 为 QQ …Q,. 令 已 是 ! 外 任意 一 点 ,由 (5) 知 过 
点 了 和 @& 恰 有 一 条 直线 (in). 显然 ,Li 关 1' {17Sn), 且 
4 天 lj 人 天 万 .由 (4) 知 过 忆 点 恰 有 ?2 十 1 条 直线 , 故 过 己 点 还 有 
一 条 直线 641, 它 与 1 没有 公共 点 , 即 称 41 与 1 平行 .从 而 得 出 : 
过 已 知 直线 1 外 一 点 卫 , 有 和 且 仅 有 一 条 直线 与 /平行 . 


图 8. 3. 10 
再 证 + 具有 “彼此 平行 ”性 质 , 即 与 同一 条 直线 平行 的 两 条 直 
线 是 彼此 平行 的 . 
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假设 心 和 4 与 直线 ! 平行 , 且 必 与 4 有 公共 点 五 .这样 , 显 然 
点 尸 不 在 直线 了 上 , 且 过 点 已 有 两 条 直线 与 ! 平行, 这 与 上 面 的 
平行 公理 矛盾 , 故 不 可 能 . 所 以 ,与 平行 的 两 条 直线 11' 和 和 !;' 是 第 
此 平行 的 . . . 

除去 Z 上 的 二 个 点 以 外 ,天 中 还 有 至 一 2 个 点 . 从 中 选取 一 点 
殊 , 过 巨 且 与 Z 平 行 的 直线 上 有 个 点 ,如 此 进行 下 去 , 知 与 Z 平 
行 的 直线 有 = 一 1 条 ,这 条 相互 平行 的 直线 构成 一 个 平行 线 族 . 
从 而 ,x 中 的 x 十 n 条 直线 组 成 了 十 1 个 平行 线 族 久久 ,,…， 
1 

现 取 到 十 1 个 点 PisPis"… ,Pn+1 寺 x ,它们 构成 直线 t-. 把 卫 ， 
点 添加 到 平行 线 族 多 ;的 每 条 直线 上 (Si<n 十 1), 使 仿 射 平面 
中 的 直线 / 变 成 直线 1. 于是, 我们 得 到 的 新 系统 x 中 的 点 由 ~ 中 
的 点 加 上 Pi,P,…,P,+, 组 成 ,直线 由 用 上 述 方法 得 到 的 7 及 
组 成 .x 就 是 一 个 n 阶 射影 平面 ,这 是 因为 

(1) 过 + 中 任何 两 点 有 且 仅 有 一 条 直线 . 若 两 点 都 属于 x , 则 
由 (5) 知 它们 恰 在 zt 的 一 条 直线 上 ,这 条 直线 同时 也 是 x 的 直线 . 
车 一 点 QE , 另 一 点 为 Pi;, 那 么 平行 线 族 中 包含 已 点 的 那 条 直 
线 在 x 中 也 过 P; 点 .车 两 点 为 P,Pj, 则 1 是 过 这 两 点 的 直线 . 
。 (2) x 中 任意 两 条 直线 必 有 一 个 公共 点 .车 两 条 直线 的 其 中 

一 条 为 /。, 另 一 条 为 多 , 中 的 直线 , 则 公共 点 为 Pi. 若 两 条 直线 都 

是 多 ;中 的 直线 , 则 P; 为 它们 的 公共 点 . 若 两 条 直线 分 别 是 多 
和 区 ;中 的 直线 4;,; 去 掉 4 和 如 中 的 Pi 与 PP) 点 ,就 是 x 中 的 直 
线 忆 ,2 由 于 关 和 纪 分 属 两 个 平行 线 族 , 故 它们 有 公共 点 Q. 显 
然 ,@ 也 是 和 i 的 公共 点 . 

(3) 因 a 之 2, 所 以 x 的 平行 线 族 的 个 数 大 于 等 于 3. 我 们 在 71。 
上 取 两 点 P; 和 P,, 在 .多 ,的 任意 一 条 直线 上 任 取 两 点 , 则 这 四 点 
中 任意 三 点 不 在 一 条 直线 上 . 

综合 上 述 分 析 , 满 足 定理 8. 3. 3 中 5 个 性 质 的 系统 是 由 某 个 
nx 阶 射影 平面 x 抽 掉 一 条 直线 及 其 上 的 点 所 得 到 的 系统 ,所 以 它 
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就 是 ww 阶 仿 射 平面 . 

我 们 把 GE 十 ny ,nn 十 1,n,1)-BIBD 的 各 区 组 看 成 直线 ,把 基 
集 的 元 素 看 成 点 , 则 由 这 些 点 和 直线 构成 的 系统 满足 定理 8. 3. 3 
中 的 5 条 性 质 , 由 此 可 知 ,n 阶 念 射 平 面 与 (x 十 nn?,n 十 1,n,1)- 
BIBD 是 等 价 的 . 

在 定理 8. 3.4 的 证 明 中 ,包含 了 如 下 结论 ;n 阶 仿 射 平面 中 的 
天 十 条 直线 可 以 分 成 十 1 个 平行 线 族 ,每 一 平行 线 族 由 n 条 征 
此 平行 的 直线 组 成 . 

反 过 来 也 可 以 证 明 

定理 8.3.5 令 S= 位 ,2,…,n}) 是 x 十 nr 个子 集 的 并 ,这 些 子 
集 组 成 子 集 族 小. 如 果 < 可 以 分 解 成 子 族 .多 1 1 2 
们 满足 条 件 

(1) 每 个 子 集 的 元 素 个 数 为 2 

(2) 每 个 子 族 中 子 集 的 个 数 都 为 x; 

(3) 每 个 子 族 中 的 任意 两 个 子 集 没有 公共 元 素 ， 

(4) 不 同 子 族 的 两 个 子 集 恰好 有 一 个 公共 元 案 ， 
那么 子 集 族 多 是 一 个 (十 n,n?,n 十 1 ,n,1)-BIBD. 

2. 用 有 限 域 构造 仿 射 平面 

设 屎 是 有 限 域 , | 下 | 一 A*[Fj 是 上 的 二 维 向 量 空间 ,叫做 
F 上 的 仿 射 平面 , 《a1,4:) 《aiyas 拓 下) 是 做 4:[ 天 ] 的 仿 射 点 . 如 果 
aosdis m2 EF,H alyas 不 同时 为 零 , 则 方程 

ao 十 aizr 十 ay 一 0 (8. 3. 1) 
的 全 部 解 (x,y) 组 成 A*LFj 的 仿 射 直线 (aoyat,as). 不 难看 出 ， 
A[F] 上 有 xn 个 仿 射 点 . 当 a 天 0 时 ,方程 (68. 3,1) 变 成 z= 二 ky 二 [l 
(ER); 当 a 二 0 (as 天 0) 时 ,方程 (8. 3.1) 变 成 y 一 QE), 所 
以 ALF1 上 有 ww 十 w 条 直线 ,并 且 每 条 直线 上 有 个 点 .给 定 仿 射 
点 (zosy0)) 它 在 y=yo 和 =&y 十 (zo 一 kyo) (kEF) 这 十 1 条 直 
线 上 . 给 定 两 个 仿 射 点 (zx 3y1) 和 (rayys)， 当 1 一 2z 时 ,这 两 点 在 
直线 y=y (= 二 yz) 上 ; 当 1 闫 ys 时 ,这 两 点 在 直线 +=ky 十 :上 ,其 
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和 > 即 4z[F] 中 任意 两 点 恰 在 一 条 直 


线 上 . 
例 5 构造 A?[F;1. 
解 4:[F:] 的 点 集合 
= {(0,0), (0,1), (1,0), (1 ,1)}, 
A2[F,] 风 表 8. 3. 5. 


囊 8.3.5 
直 线 直线 上 的 点 
z=0 (0,0) (0,1) 
一 1 (1,0) (1,1) 
X=y (0,0) (1,1) 
工 一 3 十 1 (0,1) (1,0) 
y=0 《0.0) (1,0) 
y=1 (0,1) (1,1) 


图 8, 3.11(a) 和 (b) 都 是 2 阶 仿 射 平面 ,只 是 图 8. 3. 11(b) 更 
直观 地 反映 它 是 从 2 阶 射影 平面 抽 掉 一 条 直线 及 其 上 的 3 个 点 后 


得 到 的 . 
了 这 9 十 1 


(0.0) 


二 于 人 由 


3 一 1 {0,1) z= 二 y 十 1 (3,0) 
ta} . tb) 
图 8. 3. 11 


y=0 
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例 6 构造 A?LF,]. 
解 ”ALF,j] 的 点 集合 
V={(0,0), (0,1), (0,2), (1,0), (1,1), 
(1,2), (2,0), (2,1), (2,2)}, 
A2[LFsj 见 表 8. 3. 6. 


表 8.3.6 
直线 上 的 点 
工 一 0 (0,0) (0,1) (0,2) 
z=1 (110) (11) (1,2) 
r=2 (210) (2,1) {2,2) 
T= (0,0) (1,1) (2,2) 
z=y 十 1 (1,0) (32,1) (0,2) 
I 二 y 十 2 (2,0) (0,1) (1,2) 
r=2y C0,0) (2,1) (1 ,2) 
z 一 2y 十 1 (1,0) (01) (2,2) 
z 一 2y 十 2 《2,0) 《11) (0,2) 
y=0 (0,0) (01,0) (2,0) 
y=1 (O01) (ol) (2,1) 
y=2 (0,2) (1,2) (2,2) 


8.4 正 交 拉丁 方 


8.4.1 拉丁 方 及 正 交 拉丁 方 


定义 8. 4.1 如 果 阶 方 阵 4 的 每 行 .每 列 都 是 {1,2,… 


的 全 排列 , 则 称 4 为 x 阶 拉 丁 方 . 
308 


>74} 


汪汪 这 
例如 ,| 2 ?| 和 | ?| 都 是 2 阶 拉丁 方 ,|3 2 1 | 和 本 
人 213)】 [123) 


3 阶 拉丁 方 ， 

定义 8.4.2 设 4A=(ay),B8 二 (6;) 蚌 两 个 4 阶 拉丁 方 . 如果 

{1], 2, "1, 1)? 一 (aop) 111i,j 人 1)， 

则 称 A 与 8 是 一 对 正 交 的 x 阶 拉丁 方 . 

换 句 话说 ,4 与 B83 是 一 对 正 交 的 n 阶 拉 丁 方 , 当 且 仅 当 对 任 
意 1 和 EVA<say Ge2 有 唯一 确定 的 位 置 (7) ,使 ov 一 《05 一 (或 者 
说 ,不 存在 两 个 位 置 (z, 刻 ) 和 (is, jp) (ii 关 is 或 记 关 记 ), 使 得 
(as 9b ) = Cai, 6;,). 


| ] 2 
例如 ,4 一 | ， |j 和 -| 不 是 一 对 正 交 的 2 阶 拉丁 方 ,其 


原因 是 
(api) (1 Ei 2}= {((1,2), (2,1))} 
天 {1，2)2， 
132 | 
而 4 二 J321| 和 B= 12311 是 一 对 正 交 的 3 阶 拉丁 方 . 
213 1 2 3| 


引 理 8.4.1 设 4,8 是 两 个 > 阶 正 交 拉 丁 方 , 则 对 4 和 8 施 
. 行 下 列 变换 , 既 不 影响 4,B 是 拉丁 方 ,也 不 影响 4 与 B 的 正 
交 性 : 站 

(1) 对 4 中 元 素 和 集合 {1,2,.… ,x} 施 行 一 个 置换 ， 

(2) 对 召 中 元 素 集 合 {1,2,… ,施行 一 个 置换 ; 

(3) 对 4 与 BB 同步 施行 行 交换 或 列 交 挤 . 

证 明 ”对 两 个 x 阶 正 交 拉 丁 方 4 和 B 施行 变换 (1),(2)，,(3) 
后 ,每 行 .每 列 仍 是 {1,2,…,n} 的 全 排列 ,所 以 它们 不 影响 4,B 是 
拉丁 方 . 对 一 对 正 交 拉丁 方 4 和 B 施行 变换 (3), 只 是 把 Gi, 门 位 
置 的 元 素 对 (a;,5b) 变换 到 (&, 仆 位置 ,所 以 它 不 改变 A 和 8B 的 正 
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交 性 . 
设 o 为 人 1,2，…z) 上 的 一 个 置换 , 记 o(4) 二 (otas)), 假设 
xfg4) 与 召 不 正 交 , 即 存 在 两 个 位 置 人 六) 和 (ay, 户 ) 《1 关 is 或 

万 天 加)， 使 得 
(Cai bn) = (gla 


2 yo》 
则 
oan) 一 ogi )s 
bi = 
而 o 是 一 一 映射 , 故 由 oa) 一 oa 可 推出 on 一 aiab: 于 是 
(a; 1 ,) 一 Ca 9 ). 


这 与 4, 呈 的 正 交 性 相 矛 盾 , 故 不 可 能 .于 是 ,o(4) 与 召 是 正 交 的 . 

由 该 引 理 知 ,车 o,r 是 仁 ,2,…,n} 上 的 置 措 , 且 闪 与 训 是 一 
对 正 交 的 盖 阶 拉丁 方 , 则 ec(4) 和 rz(23) 仍 是 正 交 的 ， 

定理 8. 4. 1 设 4 4 人 4 是 一 组 n 阶 正 交 拉丁 方 , 则 
mn—1, | 

证 明 设 4, 的 第 一 行为 二 (1) ,5 062),… T(r), 则 式 -'CA;) 的 
第 一 行为 1, 2, (1 委 i 委 说). 因 4 ,4 4。 是 一 组 正 交 的 
nn 阶 拉杆 方 .所 以 二 "(41) ,rs-1(A2),… ,Ta1(4。) 仍 是 一 组 正 交 
的 = 阶 拉丁 方 . 它们 的 (2,1) 位 置 只 能 取 2,3,…,n, 即 (2,1) 位 置 的 
值 至 多 有 * 一 1 种 可 能 性 ,所 以 mn 一 1. 


pb 
tea" 


例如 , 设 
外 "1 
“bd 
本 
2 
“| 站 
1 2 3 


则 | A 与 .ax 是 正 交 的 . 令 t=(13) ,t= (132) ; 则 
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1 2 3 
zi oo-| 3 中 
3 1 2 
1 2 3 
r1(A) =13 1 21, 
2 31 


当 7 一 3 一 工 时 , 即 车 Al ;A ri 4。 是 一 组 好 阶 正 交 拉丁 方 ， 
则 称 它们 是 n 阶 正 交 拉 丁 方 完备 组 . 上 面 的 4; 和 4: 就 是 3 阶 正 
交 拉 丁 方 完备 组 ， 


8. 4. 2 ”用 有 限 域 构造 正 交 拉丁 方 完备 组 


令 玉 = {aosal 0 | 五 | 一 4 一 加 ,其 中 ,ao 一 0,al: 一 1 构造 
DA 为 
A® = (4) (eg 1), 
其 中 
a =a ta (OCIjiSq—1,1&eEgq— 1). 
下 面 证 明 A 中 ,4 中 ,… 42) 是正 交 拉 丁 方 完备 组 . 
首先 证 明 A" 是 拉丁 方 , 即 证 明 4 中 的 每 行 、 每 列 元 素 两 两 互 
不 相同 . 车 a 只 = 二 a 久 ,由 
| 2 Gi 十 Gi 一 Ge 0 Qj, 
推出 Qi ai, ;所 以 有 1 = 2: 车 2 一 4 人 9 
Qe ai 十 oj 一 Ce ,+t Qj; 
推出 
Co， (ai 一 Gi) 一 0 
而 a. 是 FF 中 的 非 零 元 素 , 故 存在 a.-', 于 是 得 到 as 一 as, 所 以 
21 to. 
再 证 明 A 与 4 (le 关 四 是 正 交 的 , 即 不 存在 两 个 位 置 的 想 
应 元 素 组 成 的 二 维 数组 相同 , 若 
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(ae ,a ) = (a ,a ), 


由 
al? = al?, 
a = aif’, 
有 即 
Qe a 二 TQ 二 ae* ak 十 ar 
ar a a ta 
两 式 相 减 , 得 到 


(as 一 ar) ， ai 一 (ae 一 CA ，Gi 
因 ea. 天 ar: 故 Qe a 是 非 零 元 素 , 有 道 , 由 此 推出 2 一 4 所 以 i 二 
上 .将 a 二 as 代入 上 式 ,得 到 aj 二 ai; 所 以 j 一 1 

例 1 构造 3 阶 正 交 拉 丁 方 完备 组 . 

解 F,={0,1,2), 且 


计算 出 
0 1 2 
A 一 2 | 
2 0 1 
0 1 2 
A : 0 中 
1 2 0 
分 别 用 1,2,3 替换 0,1,2, 则 
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2 3 
4 一 13 1 21. 
ba : 
定理 8.4.2 设 4,4:, ,4 是 一 组 2 阶 正 交 拉 丁 方 ,五 ， 
Bs，… ,Bi 是 一 组 zx 阶 正 交 拉丁 方 . 记 
有 A, = Caff’), B, = (6b) (1 p19 Rk), 
构造 个 mn 阶 和 矩阵 Ci,Cs,，… ,Ci 为 
{af?,B,) (lawB,) 1 (ain ,B,) 
la,B,) (Cag ye 2 ss B.) 


C. = 
(Ca? ,B,) Ban bE B.,) Se ey ,BB ) 
(1 rk), 
其 中 
(Ca, 全 Ca sD? Re {as Cr) ,6 ) 
A 


《Ga 
则 CC …Cx 是 一 组 mn 阶 正 交 拉丁 方 . 
证 明 “的 任 一 行 或 任 一 列 的 两 个 元 素 中 ,或 者 第 一 分 量 不 
同 ,或 者 第 二 分 量 不 同 ,所 以 每 行 . 每 列 元 素 均 两 两 孔 不 相同 . 故 
CisC2as Cs 是 拉丁 方 . 
着 C. 和 CC ha 
组 相同 , 即 
Ca BR) Ca 02)) = (a 60), (ad ,680)), 
亦 即 
aff bP) = (a® 60), 
(a 608) = (al 60). 
由 于 4. 与 4 至 与 吾 ， 正 交 ,推出 i 二 pj 一 q, 且 f=u,g=v. 这 说 
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明 C, 与 C 正 交 , 故 CC:…Ce 是 正 交 拉 丁 方 组 ， 

定理 8. 4.3 存在” 阶 正 交 拉 丁 方 完备 组 , 当 且 仅 当 存在 ?= 
阶 射影 平面 . 

证 明 ”必要 性 . 令 4， ,4 4 是 7 阶 正 交 拉丁 方 完备 组 ， 
构造 矩阵 


1 1 
1 2 
] 天 
2 1 
2 
六 = : 9 
2 nn 
n 1 
n 2 
好 n 
所， A， Ci Bi 
其 中 ,A; 是 由 A; 的 第 1 列 , 第 2 列 ，……… ;第 x 列 连接 而 成 的 . 利用 
放 构 造 阶 射影 平面 + 如下: 
中 的 点 为 
Pi, Ps, £7, Pi Qi Q1, 四 十 ] 半 
x 中 的 直线 为 


L: QQ 
y= (QU (Pi | m= ,li<n) 
(kn 1 委 7 魏 十 1)， 
下 而 证 明 如 此 构造 的 x 是 射影 平面 . 
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(1) x 中 两 个 不 同 点 在 且 仅 在 一 条 直线 上 . 当 两 点 为 QQ 
时 , 工 是 它们 所 在 的 直线 . 当 两 点 为 P,Q; 时 ,由 mi 一 知 它们 在 
直线 ;上 . 当 两 点 为 Pi,P; 时 ,存在 唯一 的 “使 mi 一 ri 二, 则 
如 是 过 Pi,P; 两 点 的 直线 . 

(2) + 中 两 条 不 同 直 线 有 且 仅 有 一 个 公共 点 , 当 两 条 直线 为 
lw 各 工时 ,Q; 是 它们 的 公共 点 , 当 两 条 直线 是 1% 和 1 时 ,车 gv， 
则 Q, 是 它们 的 公共 点 ;车 g 隆 vz, 必 存在 唯一 的 i 使 (mis ,mw) 一 
(pz), 则 已, 是 它们 的 公共 点 ， 

(3) 车 ?91;3 一 ?32 j;3 , 则 取 P,Pj;,; 那 么 Pi, Pn QQ 这 四 个 点 中 
任何 三 点 不 在 一 条 直线 上 . 

充分 性 , 令 + 是 阶 射影 平面 , 工 是 x 中 的 一 条 直线 .L 上 的 
点 记 作 Q ,QQ,…,Qn. 过 QQ 的 直线 除 工 以 外 还 有 nn 条 ,分 别 用 
1,2,"…,n 编号 . 直线 工 外 有 天 个 点 ;它们 是 P,PP,， ,Pr ,这 些 
点 都 在 过 QQ; 点 的 ”条 直线 上 . 令 

M= (at (Ei En, 1 jn+t+ 1), 
其 中 5 
ms 一 过 点 已 和信, 的 直线 的 编号 (1 去 nn; < 2). 
在 尽 的 每 列 中 显然 及 nz 个 1,7n 个 2)…… yn 个 上. 

M 中 两 个 不 同 列 的 相应 位 置 元 素 组 成 的 n: 个 二 维 数组 两 两 

互 不 相同 . 如 若 不 然 , 设 
Ci Wa) = CPi sg, ). 
则 由 ma 一 ?op 推出 Pr ;P;, :Qi; 在 同一 条 直线 上 ， 由 mj 三 mj, 推 
出 PP 在 同一 条 直线 上 ,从 而 P: ;了 :Qj :Qi 在 同一 条 直 
线 上 , 即 点 P,P 在 L 上 ,产生 牙 逢 , 故 不 可 能 . 
对 上 面 得 到 的 矩阵 M 进行 行 交换 ,得 到 
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站 
| 


PO 

将 A 分 成 n 段 ,每 段 个 元 素 ,分 别 构成 4; 的 第 1,2,…,n 列 .下 
面 证 明 得 到 的 A A ,… 4 就 是 所 求 的 nn 阶 正 交 拉丁 方 完 
备 组 . 

首先 证 明 4, 是 拉丁 方 . 车 的 第 1 列 和 第 i 十 2 列 相应 元 素 组 
成 的 二 维 数组 两 两 互 不 相同 , 故 ;的 最 前 面 个 元 素 必 是 {1,2， 
…,n} 的 一 个 全 排列 , 它 构成 4, 的 第 1 列 . 对 4 的 其 他 列 也 可 以 
做 同样 讨论 . 再 由 入 的 第 2 列 和 第 i 十 2 列 相应 元 素 组 成 的 二 维 
数组 两 两 互 不 相同 ,与 1 对 应 的 元 素 必 是 {1,2,…,n}) 的 一 个 全 排 
列 , 它 构成 4, 的 第 1 行 .对 A; 的 其 他 行 也 可 以 做 同样 的 讨论 . 所 
以 ,4, 是 拉丁 方 . | 

又 因由 元 ,元 对 应 位 置 元 素 组 成 的 二 维 数组 是 两 两 互 不 相同 
的 ,从 而 4 与 4 是 正 交 的 . 

例 2 利用 例 1 中 得 到 的 3 阶 正 交 拉丁 方 完备 组 
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4 = 


A, = 


构造 3 阶 射影 平面 . 
解 3 阶 射影 平面 的 点 为 


矩阵 


Pi, P,, 


[| 
i 
一 DO 一 


re P,, 已 ， 让 OQ,; 
3 阶 射影 平面 的 直线 为 


QQ QQ ， 


人 QPP;P;, 
: QPP;P,, 
: QPiPsP,, 
3 刀 :P PP7， 
: QQ,P,P,P。， 
;QQP,P,P。， 
:QQ,P,P,P，， 
: QPsP,P,, 
; QPP;P;, 
: QPIP,P,, 
: QPP,P,, 
: Q,P,P,P,， 
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这 
5 
局 天 
i GN 
一 二 


3 2 

回想 本 章 到 目前 为 止 所 讲 过 的 内 容 , 其 核心 是 用 有 限 域 构造 

射影 平面 . 仿 射 平面 和 正 交 拉 下方 完 备 组 . 射影 平面 和 仿 射 平面 又 

分 别 等 价 于 某 类 对 称 设 计 和 平衡 不 完全 区 组 设计 . 与 此 同时 ,我们 

还 分 析 了 射影 平面 \ 仿 射 平面 以 及 正 交 拉丁 方 完备 组 之 间 的 关系 . 
它们 可 归纳 成 图 8. 4. 1. 


剩余 设计 
二 nnn 二 1,2,1)-BIBD 夺 二 一 (十 n 十 1,n 十 1,1)-SBIBD 


定理 8. 3, 3 定理 8, 3.2 


= 阶 仿 射 店面 ”> 有 阶 射影 平面 


一 一 一 -一 一 > 
NN 定理 8. 3.4 
7 阶 有 限 域 定理 8. 4.3 


n 阶 正 交 拉丁 方 完备 组 
图 8.4.1 
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8.5 Hadamard 矩阵 


Hadamard 短 阵 与 对 称 设计 有 着 密切 的 联系 , 事实 上 ,一 个 4 
阶 的 Hadamard 矩阵 就 等 价 于 一 个 (全 一 1, 2 一 1 一 1)-SBIBD 对 
称 设 计 . 因此 ,通常 又 把 具有 这 种 参数 (vv 一丝 一 1,k&= 二 2 一 1， 
1 一 上 一 1) 的 对 称 设 计 称 为 是 Hadamard 设计 . 本 节 我 们 介绍 
Hadamard 矩阵 的 基本 概念 和 性 质 , 它 的 存在 性 条 件 以 及 它 与 对 
称 设 计 的 关系 . 

定义 8.5.1 若 n 阶 方 阵 吾 的 元 素 全 为 1 或 一 1, 且 满足 

| HHT = of， (8. 5.1) 
则 称 五 为 一 个 2 阶 Hadamard 矩阵 . 其 中 ,五 7 为 五 的 转 置 ,J 为 
+ 芥 单 位 阵 , 

一 个 元 素 全 为 土 1 的 阶 方 阵 五 满足 (8. 5.1) 的 充 要 条 件 是 

蝇 的 个 行 两 两 正 交 , 另 一 方面 , 因 
HH = nl, 


等 价 于 
HH = nl,， 

故 五 为 Hadamard 答 阵 的 充 要 条 件 是 万 " 为 Hadamard 矩阵 . 从 
而 也 可 以 说 ,一 个 元 素 全 为 士 1 的 2 阶 方 阵 吾 是 Hadamard 矩阵 
的 充 要 条 件 是 它 的 个 列 两 两 正 交 ， 

以 下 我 们 将 Hadamard 矩阵 简称 为 # 矩阵 . 

下 面 给 出 ” 阶 五 矩阵 存在 的 一 个 必要 条 件 : 

定理 8. 5.1 若 存 在 n 阶 五 矩阵 ,出 或 者 n=1, 或 者 n= 二 2, 或 
者 nn 三 0 (mod 4). 

证 明 1 阶 及 2 阶 的 五 盾 阵 确实 存在 .例如 ,可 取 

FH) = (1) 


319 


人 . 
3 \ 


下 面 设 ”之 3， 若 召 是 一 个 nn 阶 瑟 窍 阵 , 设 五 一 (aij)。xwy* 和 由 于 
一 zy, 所 以 | 
a 0 人 天 用 
an 一 |， Ca 
于 是 有 


六 《ai 十 Gza) Ca 十 Ga) 


4 一 1 
i a 从 nt 
ee 2 
Da 十 > Qa 十 DS J awa 十 Dada 
1 二 二 1 b=} Rl 
二 nN, 


所 于 Uk ,azirax 内 能 是 1 或 一 1 ;所 以 am 十 2 和 au 十 xxx 只 能 是 2,0 
或 一 2, 故 和 式 


pS 《aa 十 Gz) (Car + a) 


的 各 项 为 4, 一 4 或 0, 因而 总 和 是 4 的 倍数 .所 以 ,n 是 4 的 倍数 . 

人 们 猜想 ,定理 8. 5. 1 中 给 出 的 五 矩阵 存在 的 必要 条 件 也 是 
充分 的 , 即 有 如 下 的 

Hadamard 矩阵 的 存在 性 猜想 ”对 任意 正 整 数 纪 都 存在 4 阶 
的 Hadamard 矩阵 . 

关于 这 一 猜想 的 讨论 是 Hadamard 矩阵 理论 的 一 个 中 心 问 
题 .迄今 为 止 这 一 猜想 尚未 获 证 ,但 也 没有 发 现任 何 反 例 . 目前 ,对 
所 有 n= 二 委 志 400 的 4 的 倍数 ,都 已 经 确定 了 rn 阶 右 矩阵 的 存 
在 性 . 

由 如 矩阵 的 定义 易 知 , 对 一 个 玉 害 阵 施行 如 下 4 种 变换 中 
的 任意 一 种 ,或 相继 施行 这 些 变 换 若 干 次 ,所 得 的 矩阵 仍然 是 一 个 
五 矩阵 . 这 4 种 变换 是 : 

(1) 行 换 序 ; 
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(2) 列 换 序 ; 

(3) 将 某 一 行 乘 以 一 1; 

(4) 将 某 一 列 乘 以 一 1， 

两 个 五 矩阵 车 可 经 有 限 次 (1) 一 (4) 中 的 变换 互相 转化 , 则 称 
为 是 等 价 的 五 矩阵 . 

一 个 再 矩 阵 是 规范 的 ,车 它 的 第 1 行 和 第 1 列 的 所 有 元 素 均 
为 1. 显然 ,任意 一 个 % 阶 巨 和 矩 阵 可 经 过 有 限 次 (事实 上 ,不 超过 
2n 一 1 次 ) 的 (3), (4) 型 变换 化 为 一 个 规范 的 吾 先 阵 . 由 此 可 知 ， 
任 一 如 和 矩阵 都 等 价 于 某 个 规范 的 吾 矩 阵 . 

我 们 称 一 个 对 称 设 计 (4t 一 1,2i 一 1,t 一 1)-SBIBD 为 
Hadamard 设计 . 下 面 的 定理 说 明了 Hadamard 矩阵 与 Hadamard 
设计 之 间 的 基本 联系 . 

定理 8.5. 2 存在 参数 为 (4 一 1,2t 一 1,z 一 1) 的 Hadamard 设 
计 的 充 要 条 件 是 存在 入 阶 的 Hadamard 和 矩阵 . | 

证 明 首先 注意 到 ,存在 和 t 阶 石 算 阵 的 充 要 条 件 是 存在 4 
阶 规范 的 恕 矩阵. 

设 五 是 一 个 元 素 全 为 土 1 , 生 第 1 行 及 第 1 列 的 元 素 全 为 1 
的 此 阶 方 阵 , 记 


1 


wr 人 


e7 AI” 
4 e+edi” 
. 必 十 4ie7 ere 十 a 
于 是 , 豆 是 一 个 业 阶 瑟 和 矩阵 的 充 要 条 件 是 其 4 一 1 阶 子 矩阵 4， 
满足 如 下 两 个 条 件 : 
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A a (8. 5. 2) 
及 
Py a 央 (8. 5. 3) 
其 中 ,7,J 分 别 是 4 一 1 阶 单位 矩阵 和 全 1 矩阵 ， 
另 一 方面 , 令 
4 一 于 (4 十 四 ， 


则 A 是 士 1 矩阵 当 且 仅 当 4 是 (0,1) 和 抢 阵 (将 4, 中 的 一 1 全 换 成 
0 即 得 4; 反 之 ,将 4 中 的 0 全 换 成 一 1 即 得 4). 于 是 ,4, 满足 
《8. 5, 2) 式 相当 于 , 
《24 一 JJ 一 247 7)=—y, 
即 

24j = 2J47 一 峰 一 了 一 (4 一 2)7， 
亦 即 
AJ = JAT = (2t — 1)J. “(8,5,4) 
而 4, 满足 (8. 5. 3) 式 则 相当 于 

《24 一 由)(247 一 四 一 4 一 

即 

4447 一 24. — 2JA7+ /= dtI—J. 
在 4, 满足 (8. 5.2) 式 ( 即 4 满足 (8. 5. 4) 式 ) 的 前 提 下 ,利用 AJ= 
J47 王 (21 一 1)J ,上 式 又 进一步 等 价 于 

4447 = dti + (4 — 4)J， 

亦 即 ; 

447 = tI + (tO— I. (8. 5.5) 
由 此 可 见 , 存 在 一 个 企 一 1 阶 的 土 1 矩阵 4, 满足 (8. 5. 2) 式 及 
C8, 5, 3) 式 的 充 要 条 件 是 存在 一 个 汉 一 1 阶 的 (0,1) 和 矩阵 4 满足 如 
下 两 个 条 件 : 

A =JA7 = (2 1 (8. 5. 6) 
及 
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AAT = tT + (tO— DI. (8. 5. 7) 


于 是 ,我 们 有 
存在 一 个 生 阶 瑟 矩 阵 
等 价 二 
存在 一 个 世 阶 规范 的 五 矩阵 
等 价 于 
存在 一 个 生 一 1 阶 的 士 1 矩阵 A 满足 (8. 5.2) 式 和 (8. 5. 3) 式 
等 价 于 


存在 一 个 4 一 1 阶 的 (0,1) 和 矩阵 4 满足 (8. 5.6) 式 和 (8, 5.7) 式 
等 价 于 
存在 一 个 (4t 一 1,2: 一 1,t 一 1)-SBIBD. 
其 中 ,最 后 一 个 等 价 关系 式 由 定理 8. 2. 2 得 到 . 
“下 面 的 讨论 给 出 了 一 个 递归 地 构造 五 矩阵 的 方法 ， 
定义 8.5.2 设 A=(a;)) 和 B= C64) 分 别 是 mx 阶 与 4 阶 方 阵 ， 
定义 它们 的 直 积 4X 为 具有 如 下 分 块 形式 的 一 个 mn 阶 方 阵 ; 


aunB 和 dmB 
AXB=|: pn 
m1 DD damB 


显然 , 若 4 和 B 都 是 土 ] 矩阵 , 则 4xB 也 是 土 1 矩阵 . 
由 定义 不 难 验 证 , 拖 阵 的 直 积 具有 如 下 一 些 基本 性质 和 运算 
规则 
(I)(AXB)YXC=AX (BXxO); 
(2) (4+ BxXC=AxXC+BXxC, 
AXx(B+C)=AXxXB+AXO, 
(3) 车 4,C 为 m 阶 方 阵 ,B,D 为 n 阶 方 阵 , 则 
(A x B)(C x D) = AC x BD;) 
(4) (A X B= AT x Bi. 
利用 直 积 可 以 得 到 石和 矩阵 的 一 个 简单 的 递归 构造 方法 . 
定理 8.5.3 若 4 和 召 分 别 是 mm 阶 和 半 阶 的 互 矩 阵 , 则 它 
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们 的 直 积 AXB 是 一 个 mxn 阶 的 五 所 阵 . 
证 明 因为 4,B 均 为 土 ] 窗 阵 , 故 4XB 也 是 土 1 矩阵 . 另 一 
方面 ,由 直 积 的 运算 性 质 (3) 和 4), 有 
Ax BA x B)'= (A x B)(AT x BE) 
一 447 x BBT 
一 mI, XxX nl, 
= mndm. 
于 是 ,AXB 是 mn 阶 的 瑞 和 矩 阵 , 
推论 8. 5. 1 (1) 若 存 在 zr,…,m 阶 的 辟 和 矩阵 , 则 存在 


| [m 阶 的 五 窍 阵 ; 


(2) 对 任意 正 整 数 &, 存 在 2 阶 的 五 乞 阵 . 
证 明 《1) 设 41,… ,44 分 别 是 zm ,… ,ms 阶 的 召 答 阵 , 则 由 
定理 8. 5.3 并 对 用 归纳 法 ,它们 的 直 积 A,xX… “XX 和 是 一 个 


Tm 阶 的 如 矩阵 . 


《2)》 由 定理 8. 5, 1 知 存在 2 阶 右 矩阵 ,再 在 忆 ) 中 取 mm 一 
二 m4 二 2 即 得 . 

利用 推论 8. 5. 1 可 以 说 明 这 样 一 个 事实 :如果 能 证 明 对 所 有 
的 奇数 z, 都 存在 自 阶 的 石和 矩阵 , 则 五 矩阵 的 存在 性 猜想 为 真 . 
因为 若 xs 二 0 (mod 4) , 则 必 存 在 某 一 奇数 上 及 某 一 非 负 整数 ,使 
n 可 表示 为 

nn 二 2， 4. 

由 假设 知 , 当 +# 为 奇数 时 ,存在 4 阶 的 五 抢 阵 , 故 由 推论 8.5. 1 知 
存在 z 一 2 。44 阶 的 瑟 惩 阵 , 因 此 上 述 断 言 成 立 , 


8. 6 用 有 限 域 构造 Hadamard 算 阵 


若 p 为 素数 , 则 容易 验证 集合 
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{0，1,， 2, ,pp— 1)} 

在 运算 “十 mmap” 及 “Xwws” 下 构成 一 个 有 限 域 . 我 们 将 其 记 为 
GF(p). | 

设 a 是 GF(p) 一 {0) 关 于 “Xp” 循环 群 的 生成 元 , 即 GF (p) 
可 写成 

Gy 
若 pp 为 素数 ,p 十 1 太 于 3, 且 为 4 的 倍数 , 则 p 为 奇数 ,所 以 有 
ai 一 1 一 (号 — 1)(aT +1)=0 (mod p). 


因为 
a 六 @? = 1 (mod $p),， 
所 以 
a = 一 1 (mod p)., 
定义 8.6.1 对 于 BEGF(p), 定 义 函数 
es 0 (8 = 0) 


(—1)Y (8 = ww). 
例 1 设 GF(19)={0,1,2,…,18), 则 2 是 GF(19) 的 生成 
元 ;在 mod 19 下 有 
2 一 1, 2 一 2，2 一 4,， 2 一 8，24 一 16， 
2' =13, 2 二 7, 2 二 14, 2: 二 9, 2 三 18， 
2 二 17, 21 =15: 2 二 1], 2* 二 3, 2'*==6， 
25 二 12, 2 三 5, 27 和 10，28 三 1. 


XC0) = 0, KX(1) = 1, X(2) =— 1, X(3) 一 一 1， 
X(4) = 1, Xx(5) = 1, XC(6) = 1, X(7) = 1， 
X(8) =— 1, X(9) = 1, X10) =— 1, XC11) = 1， 
X12) =— 1, XC(13) =— 1, X(14) =— 1, X(15) =— 1, 
X16) = 1, XC(17) = 1, X(18) =— 1. 
X(87 函 数 上 只 有 如 下 性 质 : 
325 


《1) XCap) 一 XCa)XC8) 
证 明 此 结论 显然 成 立 . 
《2》 >， X(a) = 0; 


rEGFp) 


证 明 因 
>) x = XC0) 十 Sxca) 
< 全 所 
= 5 
由 于 为 奇数 , 故 上 式 显然 成 立 ， 


(3) 车 8 为 GF (zp) 中 的 非 零 元素 , 则 有 
>) Xo)xla tt B)=— 1 


gsEwr(p) 
证 明 设 a 关 0, 则 

e+ B=all+t oe 'B), 

所 以 
X(Ca)XCa 十 P= LX(a) FX 十 ec 8) 
= X(1 + a 'B). 

令 7=1 十 a718, 则 当 a 遍历 GF(p) 中 的 所 有 非 零 元 素 时 ,7 遍历 
GF (Cp) 中 的 所 有 非 1 元素, 所 以 
Dy XCe)X(e 十 有 一 > x + a 'p) 


aEGFip rEGFCp)y 
a 


2 X07) 


YEGPCp) 
7 天 1 


> Xx) — x(1) 


TECGR(p) 
一 一 1， 
《4) X( 一 1) 二 一 1 (十 1 为 4 的 倍数 时 )， “ 
证 明 当 Pp 十 1 为 4 的 倍数 , 即 大 一 4 一 ] 时 ,有 


嫌 一 1 全 2 0, 
2 7 2 1， 
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即 二 (2 一 1) 是 奇数 ， 而 


oa 有 1 三 到 一 1]1， 
又 a 是 GF(p) 的 生成 元 , 故 
a 天 wo2 ! 三 1， 


所 以 a 了 二 一 1( 这 里 的 “二” 都 是 在 mod 的 意义 下 相等 ). 由 此 
可 得 


X( 一 1) = Xe )= (1 =—1. 
定理 8.6.1 车 p 为 素数 , 且 pp 十 1 是 4 的 信 Se 
方 阵 
1 1 1 1 1 1 
1 —1 X01) XC2) XC3) … Xp—1) 
= 1 Xl(p—1) =;] Xt1) X(2) 1 Xlp— 2) 
1 Xp—2) Xp—1) —1 Xx *»* Xx(p—3) 
1 X(t1) X(2) XC(3) XC4) 夺 生 
为 Hadamard 捧 阵 ， 


证 明 显然 , 矩 降 矿 的 所 有 元 素 都 是 1 或 一 1. 
下 面 只 要 证 明太 的 任意 两 行 的 内 积 为 零 就 可 以 了 . 首先 ,第 
1 行 与 任意 一 行 的 内 积 为 


1 -1+YxG) = Sx). 
由 于 x(0) 一 0, 所 以 
Sx) = >，X(e) = 0. 
到 CRP) 
这 就 证 明了 第 1 行 j 与 其 他 任何 一 行 都 正 交 . 
其 次 证 明 第 2 行 与 其 他 各 行 正 交 . 两 行 分 别 为 
1 —1 XY XC2Y … XR) 1 XO—1) 


327 


(一 1 一 此 )， 


XC—E) XI—Ek) XC(2—&) 


其 内 积 为 


1 


P—1! 


1 一 X( 一 &) — XR) 十 > KGDXCE — &) 


1 


= 1— XC XK) 一 XRD 十 >，X(Ca)XCe 十 有 ) 


aE CPP 


这 就 证 明了 第 2 行 与 其 他 各 行 正 交 ， 


第 3 行 与 其 他 各 行 正 交 同 样 证 明 , 其 余 类 推 . 
例 2 根据 GE(19) 内 各 元 素 有 8 的 Xpo) ,可 得 20 阶 五 托 阵 


/一 一 一 一 
| 
| 1 1 1 | 1 | 
了 一 和 站 
| | | 
| 1 | ! | 1 | 
一 
pl A Ma | | | | 
PP 站 一 一 四 一 了 玫 
1 | 1 ] ] br | 
et Se EE, EE EE 0 E00 0 EE 0 ED 0 EE 0 
| 1 i | 1 1 | 1 
DE s,s Ds 0 0 EE 0 EE EL 一 一 
| | | | | | 
Pe a 
| | | 1 | 1 
A 
| | 1 1 i | ] 
站 雪人 和 和 门 较 一 四 下 站 惠 
| | | 上 可 1 
A 
| | | | | | | 
| 1 | | | 
Co 0 ee 0 咱 一 
1 4 | | i 1 
人 
| 1 | | | 
| 
1 1 | 1 | 1 上 1 
Tr 
| | | | 
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2 或 vO—2 时 , 禾 古 (bv kA)-BIBD, 它 的 各 参数 


1. 当 尼 二 
应 取 何 值 ? 
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2， 柏 造 ST(21). 

3. (1) 求 Fs 上 全 部 次 数 不 超 过 4 的 不 可 约 多 项 式 ， 

《2) 求 互 ; 上 全 部 次 数 为 2 的 不 可 约 多 项 式 ， 并 且 构 造 五 . 

4，(1) 在 PLF,] 中 求 直线 (1,2,0) 上 的 全 部 点 ， 

(2) 在 PI[F] 中 求 直 线 (1,2,0) 与 《1,2,2) 前 公共 点 ， 

5。 柏 造 3 个 彼此 正 交 的 4 阶 拉 丁 方 ， 

6. 令 工 二 (a 由 ), 其 中 aD 二 i 十 j * (mod 9)〈1<aj 委 9)， 

问 LD,L ,0 , 熙 中 哪些 是 拉丁 方 ? L 四 与 中 是 壬 奖 拉 丁 方 吗 ? 

7?, 若 n 为 夺 数 ,证 明 必 存在 一 对 正 交 的 7n 阶 拉丁 方 . 

8， 若 41n; 则 ; 治 育 在 一 对 正 交 的 nn 阶 拉 丁 方 . 

9.. 试 证 明 不 可 能 存在 到 个 两 两 正 交 的 天 阶 拉 丁 方 . 

10. 试问 下 列 区 组 是 否 为 BIBD? 若是 , 试 确定 其 对 应 的 参数 

Drvsr ,A: 

(1) Bi:1,2,3; By:2,3,4; Bs:3,4,5; Bs:1,4,5; Bs:1,2,5; 

《2) Bi:1,2,3,4; Bz:1,3,4,5; Bs:1,2,4,5; Bi:1,2,3,5; 
Bs:2,3,4,5; 

(3) Bi:1,2,3; B,:4,5,6; Ba:7,8,9; Bi:1,4,7; Bs:2,5,8; 
Be:3.6,9; Bi:1,5,9; Be:2,6,7; By:3,4,8; Bio:1,6,8; 
Bu:2,4,9; Be:3,5,7. 

11、 已 各区 组 设计 . 玛 为 

Bi:1,2,3; B.:2,3,4; 万 ; :34,1; B,:4,1,2, 

试 求 447, 其 中 ,A 是 该 区 组 设计 的 关联 起 阵 . 

12. 设 么 是 天元 集合 3 上 的 一 个 天 阶 拉丁 方 , 证 明 如 下 两 个 
条 件 等 价 ; 

(1) 站 在 ,8 上 的 另 一 个 nn 阶 拉丁 方 如 与 4 正 交 ，; 

(2) 72 阶 阵列 4 的 呈 KE 条 两 两 不 交 
的 “对 角 线 ”DD ,…,D, (每 条 “对 销 线 ”是 刀 阶 阵列 中 两 两 不 共 行 且 
两 两 不 共 列 的 nn 个 位 置 所 构成 的 位 置 子 集 ) ,使 4 在 每 东 “ 对 和 角 
线 ”D; C= 二 1,2,… sn) 上 的 n 个 元 素 均 两 两 不 同 . 
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13.。 设 五 是 一 个 4za 阶 的 Hadamard 矩阵 . 若 丰 在 整数 使 
五 了 一 上 J (J 是 元 素 全 为 1 的 延 阵 ), 证 明 ;m 必 是 一 个 完全 平方 数 ， 

14. 证 明 ; 著 存在 (4z?，2w? 一 uw,u: 一 w)-SBIBD, 则 存在 4 阶 
的 Hadamard 起 阵 . 

15. 证 明 ; 存 在 无 穷 多 个 上 奇数 t+, 使 杠 阶 Hadamard 埠 阵 让 在 . 

16, 试用 有 限 域 构造 一 个 12 阶 Hadamard 趣 阵 . 
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